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A Transformada Discreta do Cosseno
em um Corpo Finito
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Resumo - Uma nova transformada digital, a transformada
discreta do cosseno sobre um corpo finito (a TDCCF) é
introduzida. O nucleo da TDCCF é a fungdo trigonométrica
cosseno definida sobre um corpo finito (k-cossenos). Relagdes
entre os k-cossenos sdo estabelecidas, através das quais uma
formula de inver sio par a a transfor mada é encontrada.

Palavras-Chave—Transformadas digitais, corpos finitos,
transformada discreta do cosseno.

Abstract - A new digital transform, the discrete cosine
transform in a finite field (FFDCT) is introduced. The kernel of
the FFDCT is the trigonometric function cosine defined over a
finite field (k-cosines). A new property of such functions is
established, through wich na inversion formula for the FFDCT is
derived.

Index Terms—Digital transforms, finite fields, discrete cosine
transform.

I. INTRODUCAO

As muitas aplicagbes de transformadas discretas sobre
corpos finitos e infinitos sdo bem conhecidas. A transformada
discreta de Fourier (TDF) tem desempenhado um papel
importante em Engenharia Elétrica. Uma outra transformada
discreta importante é a transformada discreta do cosseno
(TDC), a qual tornou-se a ferramenta padrdo usada para
compressdo de imagens. Sistemas de codificacdo por
transformadas [1], normalmente usam transformadas tais como
Walsh-Hadamard (WHT), Karhunen-Loéve (KLT) e a TDC.
Embora discretizadas no dominio da varidvel independente,
estas transformadas tem coeficientes que pertencem a um
corpo infinito. Portanto, elas podem ser vistas como um tipo
de "transformadas analégicas'. Em contraste, as transformadas
definidas sobre corpos finitos, além de discretizadas no
dominio da variavel independente, tem seus coeficientes
definidos sobre um alfabeto finito e podem ser vistas como
"transformadas digitais’.

A andlise de Fourier pode ser aplicada para analisar sinais
sobre corpos finitos, por meio da transformada de Fourier de
corpo finito (TFCF), introduzida por Pollard em 1971 [2] e
aplicada para computar convolugbes discretas usando
aritmética modular. Desde entdo varias aplicagdes da TFCF
foram encontradas, em diversas &eas, tais como
Processamento Digital de Sinais e Imagem, Codificagéo de
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Cana e Criptografia [3-5]. Uma versdo de corpo finito da
transformada discreta de Hartley, a transformada de Hartley de
corpo finito (THCF), foi introduzida recentemente por
Campello de Souza et a. [6]. Aplicagbes da THCF incluem o
projeto de sistemas de multiplexacdo digital, de sistemas de
acesso multiplo e de sequiéncias multiniveis para espalhamento
espectral [7-9]. A TFCF e a THCF sdo exemplos de
transformadas digitais.

Nesse trabalho, uma nova transformada digita, a
transformada discreta do cosseno em um corpo finito (TDCCF)
€ introduzida. Uma trigonometria para corpos finitos foi
proposta recentemente por Campello de Souza et al. [6], a
partir de onde a fungdo trigonomeétrica cosseno é extraida e
usada para construir a TDCCF. Na se¢do 2 aguns
preliminares mateméticos sdo apresentados, que incluem a
funcdo cosseno e a construcdo de nimeros complexos em um
corpo finito. Uma nova propriedade dessas fungbes é
introduzida, a qual leva a definicdo da TDCCF na secéo 3. A
existéncia da TDCCF inversa € demonstrada e aguns
exemplos sdo apresentados. A secdo 4 contém as conclusdes do
trabal ho.

Il. PRELIMINARES MATEMATICOS

[1.1 O Corpo Finito dos Numeros Complexos

Defini¢do 1. Gl(p) := {a + jb, a, b O GF(p)}, p um primo
impar tal que j?=-1 (mod p) n&o é um residuo quadrético em
GF(p) (i.e., p = 3 (mod 4), os chamados primos de Hartley), € 0
conjunto dos inteiros gaussianos sobre GF(p) O

O corpo de extensio GF(p?) é isomoérfico a estrutura
“complexa’ Gl(p), os inteiros gaussianos sobre GF(p) [10]. Da
defini¢cdo acima, todo elemento de Gl (p) pode ser representado
na forma a + jb e é denominado nimero complexo de corpo
finito.

Definicdo 2: O médulo de um demento de GF(p), p=4k+3, é
dado por

0 Pl
A, Sse a? =1(mod p)
lal=0 P

p-1

Ha sa? =-1(modnp).

Proposicao 1: O modulo de um elemento de GF(p) € sempre
um residuo quadrético modulo p [11]. O
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Definicdo 3: O mddulo de um elemento ¢ = (a+jb) O Gl(p),

onde p=4k+3, é definido por |a+ jb|:‘ /|a2 +b2| . g

O médulo de { é sempre um residuo quadrético médulo p.

Definicao 4: O conjunto unimodular de Gl(p) € o conjunto de
elementos ¢ = (a+jb) O GI(p), tais que a’+b’=1 (mod p). Os
dementos ¢ sdo denominados € ementos unimodul ares. O

Esse conjunto é um grupo ciclico de ordem p+1 [11]. E
possivel estender o grupo unimodular de Gl(p) anexando
elementos complexos (a+jb) que satisfazem a® + b® = -1 (mod
p)-

Definicdo 5: O conjunto negaunimodular de Gl(p) é o
conjunto de eementos ¢ = (a+jb) 0 Gl(p), tais que a*+b*=-1
(mod p). Os eementos { sdo denominados eementos
negaunimodul ares. O

Definicdo 6; O conjunto supraunimodular de Gl(p) € o
conjunto de eementos { = a + jb O Gl(p) tais que (a + b?)? =
1 (mod p). O

Esse conjunto € um grupo ciclico de ordem 2(p+1) e todos os
seus elementos tem mddulo igual a um [11]. Alguns arquivos
Matlab” .m para lidar com elementos unimodulares e
negaunimodulares, podem ser encontrados na URL
http://www.ee.ufpe.br/codec/Fftools.html (tabela 1).

Tabela 1 - Rotinas Matlab™ disponiveis para examinar grupos
especiais de inteiros gaussianos sobre o corpo finito GF(p).

Arquivo.m |
Unimod(p)

. FINALIDADE
Lista os p+1 e ementos unimodulares de Gl (p)

Negaunimod(p) | Lista os 2(p+1) elementos supraunimodularesde Gl (p)

Unigen(p) Encontra um gerador do grupo unimodular de GI(p)

Negagen(p) | Encontra um gerador do grupo supraunimodular de GI(p)

[1.2 Trigonometria em Corpos Finitos

Esta sessdo introduz algumas funcBes trigonomeétricas sobre
corpos finitos, as quais tem propriedades semelhantes aquelas
das funcBes trigonométricas usuais definidas sobre os reais
[12].

Definicdo 7. Sga ¢ um eemento ndo nulo de Gl(p), onde p é

um primo de Hartley. As funcBes k-trigonométricas (k-cos e
k-sen) de 0(¢") (o arco do elemento ¢ ') sobre Gl(p), sdo

cos, (07') =3(@" +27*)
sen, (07) = (2" =2™),

onde ¢ temordem N, N|(p*1) e i,k=0, 1,..., N-1. 0

Numa notagdo mais simples, considerando ¢ fixo, escreve-se
cosc (i) e sen¢ (i) para representar as funcbes k-
trigonométricas. Essas definicbes fazem sentido apenas se
Gl(p) € um corpo, razéo porque p precisa sef um primo de
Hartley. Uma dificuldade para se definir uma TDC com a
funcdo k-cos como nucleo, esta no fato de que essas fungdes
s80 apenas quase ortogonais, como indicado na proposicéo 2 a
seguir [12].

Proposicao 2: Se ¢ [0 GF(p) tem ordem multiplicativa N, entdo

Nt r=+s(m

Z cos,(r) cos,(s) = %gl Sce;:\so contr(é\ric;d "

=0 )

O

Portanto as fungBes k-cos ndo podem ser usadas diretamente
para definir uma TDC sobre um corpo finito. De fato, a TDC
usual (sobre os reais) na sua forma mais comumente utilizada,
€ construida por um processo que envolve a duplicacdo da
sequiéncia x[n] de comprimento N, cuja TDC se quer definir,
seguida pela computacdo da transformada discreta de Fourier
(TDF) dessa sequiéncia de comprimento 2N, 0 que requer que
se use um nucleo de ordem 2N. A TDC é entdo obtida a partir
dessa TDF, resultando no par (existem outros pares TDC
semelhantes, sendo na verdade possivel definir 8 versdes da
mesma, em funcdo de como se constréi uma extensdo periddica
suave da segiéncia x[n]. A exigéncia de suavidade estd
relacionada com as propriedadees de compactacdo de energia
daTDC [13]):

ClK] =

N_lx[n] COSBMTE’
O 2N [

n=0

= 2n+kmn
Al =3 AKICIK] cos@‘T@

, 2 k=0
onde pk] = - k—l.

Nessa discussdo, 0 ponto chave € que o comprimento da
transformada n&o é igual a ordem de seu nucleo. Sga f = (f)
um vetor de comprimento N sobre GF(p). Para definir uma
transformada discreta do cosseno de comprimento N sobre um
corpo finito usando k-cossenos, de forma andloga a definida
acima para os reais, 0 seguinte lema se faz necessario:

Lema 1: Se ¢ O Gl(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo
IN-Lsei=0
N-1 . D .
A= Z]oosk(l) =[F1 seiépar(#0)

B), se i éimpar
Prova: Por definicdo

A= Ngcosk(i) :i(z“ ),

de modo que, claramente, A=N-1sei = 0. Caso contrario,
tem-se
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L -y, N -

A:l - - .
g S
Como ¢ tem ordem 2N, entdo ¢N=-1. Multiplicando a
segunda parcelapor —¢1, obtém-se
A:%[(-l)'-l')+1-(_f1)'Z']’
-1 -1
de modo que, parai par,
1_Zi+1_zi
A=Li— > -~ >~ 1=
o
e parai impar,
_1_Zi+1+<i
A:l— :O.
=y

O

I11. A TRANSFORMADA DISCRETA DO COSSENO
EM UM CORPO FINITO

Baseado no lema 1, é possivel se estabelecer uma nova
transformada digital, analoga a transformada discreta do
cosseno definida sobre os reais, a chamada transformada
discreta do cosseno em um corpo finito (TDCCF), como
apresentado na definicdo 8 a seguir

Definicédo 8: Se ¢ O Gl(p) tem ordem multiplicativa 2N, entdo
a transformada discreta do cosseno de corpo finito da
seqliéncia de comprimento N, f =(f,),i=0,1,...N-1, de
elementos de GF(p), € a sequéncia C =(C, ), k=0,1,...N -1,
de comprimento N, de elementos de GI(p) dados por

N-1
C = Z 2f, cos, (&21).

Exemplo 1: Considerando p = 7, o dlemento ¢ = (2+j2) O
GI(7) tem ordem p+1= 8 e € um demento gerador do grupo
unimodular de GI(7). A TDCCF de comprimento (p+1)/2 = 4
da seqiiéncia f = (1, 2, 3, 4) éasequénciaC = (6, 6}, 0, j). A
matriz de transformagdo {2cos, (2:)},i,k=0,1,2,3 é

m 2 2 20
43 g
T 3 3 40

. . . g
%‘J i 6j 3ig
O

Usando-se o lema 1, a inversa da TDCCF pode ser
determinada, como mostrado pelo teorema 1 a seguir.

Teorema 1 (A formula de inversdo): A transformada discreta
do cosseno de corpo finito inversa, da sequéncia

C=(C), k=01,.N-1, de elementos de Gl(p), é a sequéncia
f =(f,), i=0,1,..N -1, de elementos de GF(p), dados por

N-1
f=1 Z) B.C, cos, (&2),

onde
_M2, k=0
K sek#0
Prova: O que se quer é provar que g, = f,, i =0,1,...N -1,
onde

N-1
g =x Z)Bkck cos, (%51) -

Da definicdo 8, pode-se escrever,

N-1 N-1
0=y Ay 21, cos,(5]c0s, (25).

Invertendo a ordem dos somatérios,

N-1 N-:

1
g :%Z) fIY B, cos, (&2)cos, (22)].

Considerando a  identidade
cos(b) ¥ sen,(a) seny(b), obtém-se

cosatbh) = cos(a)

N-1

s} :ﬁzfr[%+%§[cosk(r +i +1)]+%;cosk(r -D]].

Do lema 1 e observando que (r+i+1) é par sempre que (r-i) é
impar e viceversa, a expressdo acima pode ser avaliada
considerando-se trés casos:

i) Quando r+i+1 =0, our = -i =1, o que implica f, = 0.
Portanto, nesse caso, tem-se g; = 0.
ii) Quandor-i =0, our = i. Portanto, nesse caso, obtém-se

g =2 f[2+3(0)+1(N-1)]=f,.

iii) Quando ambos, r+i+1 e r-i, sfo diferentes de zero. Das
paridades dessas expressies, resulta em

0. =% ) LIE+HO+(D1=0.

g portanto, g, = f,, i =0,1,... N -1, eaprovaestacompleta.
0

Exemplo 2: A matriz de transformagdo inversa € dada por

{£cos, (222)}, i, k = 0, 1, 2, 3. No caso da TDCCF do

exemplo 1, amatriz deinversdo é
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A 6j 4 4jO
. 0
M_lklza 4J 3 J
a 3j 3 61%
d i 4 sif

Observe que, devido a forma das expressies das transformadas

direta e inversa, dada uma das matrizes da TDCCF, pode-se

obter a outra diretamente por inspecdo. No caso, tem-se

m}_lzg%mk,i,sek=0 . 0
Y Bm,,,sek#0

A TDCCF compreende uma importante subclasse de
transformadas de corpo finito, as TDCCF de Mersenne, as
quais sdo definidas sobre GF(p), quando p € um primo de
Mersenne, isto é p = 2%-1. Nesse caso, 0 comprimento da
transformada é N = 2°2, 0 que a torna uma ferramenta atrativa
uma vez que algoritmos rgpidos de base 2 podem ser usados na
sua computagdo. A tabela 2 a seguir apresenta valores de
parédmetros envolvidos na construcdo de algumas TDCCF.

Tabela 2 - Pardmetros da Transformada Discreta do Cosseno
em aguns corpos finitos: p, comprimento N, eemento
unimodular ¢ usado na funcdo k- cos(.) e sua ordem no campo
de extensio GF(p?).

p N [4 Ord(Q)
7 4 2+j2 8
23 12 4+j10 24
31* 16 2411 32
47 24 4+j19 48
71 36 8+j24 72
79 40 2432 80
103 52 2+j10 103
127+ 64 2+j39 128
151 76 2+j65 152
167 84 4+73 168
191 9% 6+j27 192
199 10 2+j14 200

* TDCCF de Mersenne.

Nos exemplos apresentados acima, o vetor transformado
tem componentes en GF(p?). Entretanto, como os elementos
da matriz de transformacéo sdo obtidos por poténcias da raiz
guadrada de um elemento unimodular, devido ao fator (1/2) na
definicdo da funcdo k-cos (razdo pela qual a transformada de
comprimento N emprega um elemento { de ordem 2N), um tal
elemento é sempre real (O GF(p)) ou imaginario (da forma
jb). Portanto, a complexidade computacional envolvida no
célculo da transformada é essencialmente a mesma de uma
transformada que assume valores apenas em GF(p).
Entretanto, transformadas reais podem ser facilmente
construidas, considerando-se a proposi¢éo 3 a seguir [14].

Proposigao 3: Se { = a + jb € um elemento unimodular, entéo
a funcdo cos({ ') assume valores apenas em GF(p), para
quaisquer Kk, i. O

Portanto, se { € um eemento unimodular cuja raiz quadrada A
também € unimodular, entdo a matriz de transformacdo sO
terd dementos pertencentes a GF(p) e a TDCCF é real nesse
caso. Entretanto, sendo A um elemento gerador do grupo
unimodular, sua ordem € (p+1), de modo que ¢ terd ordem
(p+1)/2, o que implica em uma TDCCF de comprimento N =
(pt1)/4. Os pardmetros para essa transformada sdo
semelhantes aos da tabela 2, porém seus comprimentos valem
a metade daquel es indicados.

IV. CONCLUSOES E SUGESTOES

Nesse trabalho uma nova transformada digital foi
introduzida, a transformada discreta do cosseno sobre GF(p) (a
TDCCF), uma versdo de corpo finito da bem conhecida
transformada discreta do cosseno definida sobre o corpo dos
nidmeros reais. Inicialmente, foram apresentados alguns
fundamentos mateméticos que levam a construcdo de nimeros
complexos e das chamadas funcdes k-trigonométricas sobre um
corpo finito. A funcdo k-cos foi entdo usada como nlcleo na
definicdo da TDCCF, tendo sido apresentada a férmula de
inversdo da transformada. A TDCCF apresenta comprimentos
divisores de (p+1), onde p € um primo de Hartley, sendo
possivel a construgdo da TDCCF de Mersenne, que apresenta
comprimentos do tipo poténcia de 2.

Considerando a existéncia de definicles alternativas para a
TDC usual, versdes de corpo finito dessas alternativas devem
ser investigadas. Além disso, versdes digitais de outras
transformadas discretas, tais como a transformada discreta do
Seno, precisam ser concebidas.
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