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Prefacio

Estas notas de aula foram feitas para compilar o conteido de varias referéncias bibliograficas
tendo em vista o contetido programatico da disciplina ET101-Estatistica 1 ministrada para
os cursos de graduacdo em Engenharia na Area 2 da Universidade Federal de Pernambuco.
Em particular, elas nao contém nenhum material original e nao substituem a consulta a
livros textos. Seu principal objetivo é dispensar a necessidade dos alunos terem que copiar
as aulas e, deste modo, poderem se concentrar em entender o conteido das mesmas.

Recife, fevereiro de 2008.
Leandro Chaves Régo, Ph.D.
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Capitulo 1

Introducao a Probabilidade

1.1 Definicao de Conjuntos e Exemplos

Definicao 1.1.1: Um conjunto é uma colecao de elementos distintos onde os elementos nao
sao ordenados. 1

Um conjuntos pode ser especificado, listando seus elementos dentro de chaves. Por exem-
plo,
A={0,1,2,3,5,8,13}, B=1{0,1,2,...,1000}.

Alternativamente, um conjunto pode ser especificado por uma regra que determina os mem-
bros do conjunto, como em:

C = {z : x & inteiro e positivo} ou D = {z : = é par}.
Como em um conjunto a ordem dos elementos nao importa, temos:
{1,2,3} ={2,3,1}.

Se um dado elemento faz parte de um conjunto, dizemos que ele pertence ao conjunto
e denotamos isso com o simbolo €. Por exemplo, 2 € D = {z : z épar} ou 3 € £ = {x:
x é primo}.

Por outro lado, se um dado elemento nao faz parte de um conjunto, dizemos que ele nao
pertence ao conjunto e denotamos isso com o simbolo ¢. Por exemplo, 3 ¢ D = {z : x é par}
oud ¢ FE={z:xé&primo}.

Observagao 1.1.2: Precisamos ter cuidado ao distinguir entre um elemento como 2 e o
conjunto contendo somente este elemento {2}. Enquanto, temos 2 € F' = {2,3,5}, {2} ¢
F ={2,3,5}, pois o conjunto contendo somente o elemento 2 nao pertence a F. 1

O tamanho de um conjunto ||A]| é a quantidade de elementos que ele possui, que é
chamado de cardinalidade. Cardinalidades podem ser finita, infinita enumerdvel, ou infinita
nao-enumerdvel. Um conjunto finito quando existe uma funcao bijetiva cujo dominio é igual
a este conjunto e a imagem é o conjunto dos inteiros nao-negativos menores que um nimero
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finito; seus elementos podem ser contados. Um conjunto infinito enumeravel tem exatamente
a mesma quantidade de elementos que os naturais, ou seja, existe uma funcao bijetiva cujo
dominio ¢ igual a este conjunto e a imagem ¢ igual ao conjunto dos naturais. Um conjunto
é enumeravel se ele for finito ou infinito enumerével. Um conjunto é nao-enumeravel se ele
nao for enumeravel. Por exemplo temos que os seguintes conjuntos sao enumeraveis:

N, ={0,1,2,...,n—1},

Z = {x:x é um inteiro},
Z* = {z: x ¢ um inteiro positivo},
Q = {z : x é racional}.

Por outro lado, os seguintes conjuntos sao nao-enumeraveis:
IR = {z : € um namero real},

(a,b) ={x:a < x <b}, onde a < b,
la,b] ={z:a <2 <b}, onde a <b.

Existem dois conjuntos especiais que nos interessarao. Em muitos problemas nos dedi-
caremos a estudar um conjunto definido de objetos, e nao outros. Por exemplo, em alguns
problemas podemos nos interessar pelo conjunto dos niimeros naturais; ou em outros proble-
mas pelo conjuntos dos nimeros reais; ou ainda por todas as pecas que saem de uma linha
producao durante um periodo de 24h, etc. O conjunto que contém todos os elementos que
queremos considerar é chamado de conjunto universo e é denotado por €). Por outro lado, o
conjunto especial que nao possui elementos é chamado de conjunto vazio e é denotado por
(). Este conjunto tem cardinalidade 0 e portanto é finito. Por exemplo,

D={}={r:z€Rex<zx}ould=(aa).

Dois conjuntos A e B podem ser relacionados através da rela¢do de inclusao (denotada
por A C B, e lida A é um subconjunto de B ou B contém A) quando todo elemento de A é
também elemento de B. Diz-se que A é um subconjunto proprio de B quando se tem A C B,
A#0, e A# B. Diz-se que A e B sao conjuntos iguais se, e somente se, A C B e B C A.
Se A C B, entao nos também podemos dizer que B O A.

Identidade ou igualdade entre dois conjuntos A, B significa que eles tem precisamente a
mesma colecao de elementos. Um método bdsico para provar que A = B € primeiro provar
que A C B e depois provar que B C A.

1.2 Operacoes com Conjuntos

Queremos estudar a importante idéia de combinar conjuntos dados, a fim de formamos
um novo conjunto. Conjuntos podem ser transformados através das seguintes operacoes
Booleanas:

Autor: Leandro Chaves Régo
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1. Complementagao: A°={w € Q:w ¢ A}. Observe que de acordo com esta defini¢ao,
para todo w € Q e todo conjunto A, nao existe outra op¢ao além de w € A ou w € A€,

além disso nao pode ser verdade que w € A e w € A° simultaneamente.

2. Unido: AUB={w:we€ Aouw € B}
3. Intersecgdo: ANB={w:we€ Aewe B}
4. Diferenca: A—B=ANB° ={w:wecAdew¢ B}

Se AN B =0, entao A e B nao tem nenhum elemento em comum, e noés dizemos que A
e B sao disjuntos.

Exemplo 1.2.1: Seja Q = {0,1,2,3,4,5,6,7}, A=1{0,1,5} e B ={1,2,3,4}. Entao segue
que A°=1{2,3,4,6,7}, AUB =1{0,1,2,3,4,5}, AnB={1}, A— B={0,5}. 1

Exemplo 1.2.2: Sejam A, B, C, eD subconjuntos do conjunto universo {2 tal que AUB = €2,
CND=0,ACCeBCD. Proveque A=C e B=D.

Solugao: Basta provar que C C Ae D C B. Sejaw € C, entdao como C N D = (), temos
que w ¢ D. Logo, como B C D, segue que w ¢ B. Mas como AU B = (, temos que w € A.
Portanto, C' C A.

Para provar que D C B, seja w € D, entao como C' N D = (), temos que w ¢ C. Logo,
como A C C, segue que w ¢ A. Mas como AU B =, temos que w € B. Portanto, D C B.
|

Relagoes e propriedades das operagoes Booleanas incluem as seguintes:

1. Idempoténcia: (A°)° = A

2. Comutatividade (Simetria): AUB=BUAe ANB=BNA

3. Associatividade: AU(BUC)=(AUB)UC)e AN(BNC)=(ANB)NC)

4. Distributividade: AN(BUC) = (ANB)U(ANC)e AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

5. Leis de De Morgan: (AU B)°= A°NB°e (AN B)°= A°U B

Prova: Suponha que w € (AU B)°. Entao, w ¢ (AU B), o que por sua vez implica
que w ¢ Aew ¢ B. Logo, w € A° e w € B° ou seja, w € (A° N B°). Entao,
(AU B)® C (A°N B°). Agora suponha que w € (A°N B¢). Entdo, w € A°e w € B o
que por sua vez implica que w ¢ A e w ¢ B. Logo, w ¢ (AU B), ou seja, w € (AU B)°.
Entao, (A°N B¢) C (AUb)°. Portanto, (A°N B°) = (AUb)".

A prova da outra Lei de Morgan é analoga e deixada como Exercicio. I

Observe que as Leis de De Morgan permitem que possamos expressar unioes em termos
de interseccoes e complementos e interseccoes em termos de unioes e complementos.

As nocoes de uniao e interseccao se estendem para colecoes arbitrarias de conjuntos
através de dois quantificadores: existe (3), e para todo (V).

Autor: Leandro Chaves Régo
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Se temos uma colegao { Ay.aez} de subconjuntos de € indexados pelo conjunto de indices
7, entao:

UaezAa ={w: (FaeZ,w e Ay)} e Naez Aa ={w: VaeZ,we A,)}.

Por exemplo, se €2 = 0,1,2,..., Z é o conjunto de inteiros positivos divisiveis por 3 e
A,=N,=1{0,1,2,...,a — 1}, entao

Uae_Z'Na - Q [§ mae_’z Na - N3.

1.3 Produto Cartesiano

Definigao 1.3.1: Produto Cartesiano. O produto Cartesiano A x B de dois conjuntos
dados A e B é o conjunto de todos os pares ordenados de elementos, onde o primeiro pertence
a A e o segundo pertence a B:

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.

Por exemplo, se A = {1,2,3} e B = {c,d}, entao:
Ax B={(1,¢),(1,d),(2,¢),(2,d),(3,¢),(3,d)}, e
Bx A={(c,1),(¢,2),(c,3),(d,1),(d,2),(d,3)}.

A nocgao de produto cartesiano pode ser estendida da seguinte maneira: Se Aj,..., A,
forem conjuntos, entao,

Ay X Ay x ... x A, = {(ay,a9,...,a,) s a; € A},

ou seja, o conjunto de todas as énuplas ordenadas.

Um caso especial importante surge quando consideramos o produto cartesiano de um
conjunto por ele proprio, isto é, A x A. Exemplos disso surgem quando tratamos do plano
euclideano, IR x IR, onde IR é o conjunto de todos os ntimeros reais, e do espaco euclideano
tridimensional, representado por IR X IR x IR.

1.4 Conjunto das Partes

Definicao 1.4.1: Dado um conjunto qualquer A, pode-se definir um outro conjunto, conhe-
cido como conjuntos das partes de A, e denotado por 24, cujos elementos sdo subconjuntos

de A. 11
Exemplo 1.4.2: Seja A = {1, 2,3}, entdo temos que

24 = {0,A,{1},{2}, {3}, {1,2}, {1,3},{2,3}}.

Pode-se provar que a cardinalidade do conjunto das partes de qualquer conjunto dado A
¢ maior que a cardinalidade de A.

Autor: Leandro Chaves Régo
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1.5 Particao

Definigao 1.5.1: Dado um conjunto universo 2, uma parti¢ao Il = {A,,a € Z} de 2 é uma
colecao de subconjuntos de €2 (neste caso, indexados por o que toma valores no conjunto de
indices 7) e satisfaz:

P1. Para todo o # 3, A, N Ag = 0;
P2 UaEIAa = Q
|

Deste modo os conjuntos de uma particao sao disjuntos par a par e cobrem todo o conjunto
universo. Portanto, cada elemento w € €) pertence a um, e somente um, dos conjuntos A,
de uma particao.

Exemplo 1.5.2: Se 2 ={1,2,3,4}, entao {A;, As}, onde A; = {1,2,3} e Ay = {4}, é uma
particao de . I

Exemplo 1.5.3: A colegao de intervalos {(n,n + 1] : n € Z} é uma partigdo dos nameros
reais IR. 1

1.6 Funcao Indicadora

E sempre conveniente representar um conjunto A por uma funcao I, tendo dominio (conjunto
dos argumentos da fungdo) €2 e contra-dominio (conjunto dos possiveis valores da func¢ao)
binério {0, 1}.

Defini¢ao 1.6.1: Funcado Indicadora. A funcao indicadora 14 : Q@ — {0,1} de um
conjunto A é dada por
1 seweA,

IA(W):{O sewd A

E facil observar que Io(w) = 1,Vw € Q e que Ij(w) = 0,Vw € Q. Note que existe uma
correspondéncia 1-1 entre conjuntos e suas fungoes indicadoras:

A=B & (Vwe Q)y(w) = Ip(w).

O fato que conjuntos sao iguais se, e somente se, suas fun¢oes indicadoras forem idénticas
nos permitem explorar a aritmética de fungoes indicadoras:

IAczl—[A,

ACB & I, <Ip,

Iynp =min(la, Ig) = I41p,

Autor: Leandro Chaves Régo
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Taop = max(Ia, Ip) = I+ Ip — L,

]A—B :max(]A —]B,O) = IAIBC,

para construir argumentos rigorosos no que se refere a relagdo entre conjuntos. Ou seja,
no6s transformamos proposicoes sobre conjuntos em proposicoes sobre funcgoes indicadoras
e podemos entao utilizar nossa familiaridade com algebra para resolver perguntas menos
familiares sobre conjuntos.

Exemplo 1.6.2: Utilizando fun¢oes indicadoras, verifique que A C B < B¢ C A
Solucao: Temos que

ACB& I 2 <Igel1—I4>1—-I1g& g > Ig. & B C A°
|

Exemplo 1.6.3: As seguintes questoes nao estao relacionadas umas com as outras.

a. Se I4Ip for identicamente igual a zero, o que sabemos a respeito da relacao entre A e
B?

b. Se AN B¢ = BN A° o que sabemos a respeito da relacao entre A e B?
c. Se I3 + I% for identicamente igual a 1, o que podemos concluir sobre A e B?

Solucao: Exercicio. 1

1.7 Experimento Aleatério

Um experimento é qualquer processo de observacao. Em muitos experimentos de interesse,
existe um elemento de incerteza, ou chance, que nao importa quanto nés sabemos sobre o
passado de outras performances deste experimento, nos essencialmente nao somos capazes de
predizer seu comportamento em futuras realizagoes. As razoes para nossa falta de habilidade
para predizer sao varias: no6s podemos nao saber de todas as causas envolvidas; n6s podemos
nao ter dados suficientes sobre as condicoes iniciais do experimento; as causas podem ser tao
complexas que o calculo do seu efeito combinado nao é possivel; ou na verdade existe alguma
aleatoriedade fundamental no experimento. Estamos interessados em uma classe particular
de experimentos, chamados ezperimentos aleatorios. Os seguintes tracos caracterizam um
experimento aleatorio:

(a) Se for possivel repetir as mesmas condigdes do experimento, os resultados do experi-
mento em diferentes realizacoes podem ser diferentes. Por exemplo, jogar uma moeda
diversas vezes com bastante cuidado para que cada jogada seja realizada da mesma
maneira.

(b) Muito embora nao sejamos capazes de afirmar que resultado particular ocorrera, sere-
mos capazes de descrever o conjunto de todos os possiveis resultados do experimento.

Autor: Leandro Chaves Régo
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(¢) Quando o experimento for executado repetidamente, os resultados individuais pare-
cerao ocorrer de uma forma acidental. Contudo, quando o experimento for repetido
um grande nimero de vezes, uma configuracio definida ou regularidade surgira. E
esta regularidade que torna possivel construir um modelo probabilistico. Por exemplo,
pense nas repetidas jogadas de uma moeda, muito embora caras e coroas aparecam su-
cessivamente, em uma maneira arbitraria, ¢ fato empirico conhecido que, depois de um
grande nimero de jogadas, a proporcao de caras e de coroas serao aproximadamente
iguais (assumindo que a moeda é simétrica).

Os resultados de um experimento aleatério sao caracterizados pelos seguintes componen-
tes:

1. o conjunto de resultados possiveis €2;
2. a cole¢ao de conjuntos de resultados de interesse A;

3. um valor numérico P da probabilidade de ocorréncia de cada um dos conjuntos de
resultados de interesse.

1.8 Espaco Amostral

O conjunto de possiveis resultados de um experimento aleatorio é chamado de espaco amos-
tral. Em um dado experimento aleatorio a especificagao do espago amostral deve ser tal
que este (1) liste todos os possiveis resultados do experimento sem duplicagao e o faga em
um nivel de detalhamento suficiente para os interesses desejados, omitindo resultados que
embora logicamente ou fisicamente possiveis nao tenham nenhuma implicacao pratica para
analise do experimento.

Por exemplo, uma tnica jogada de uma moeda pode ter o espago amostral tradicional
Q = {cara, coroa}, ou podemos considerar que a moeda pode fisicamente ficar equilibrada
na borda Q = {cara, coroa,borda}. Uma outra possibilidade seria levar em consideragao as
coordenadas (x,y) do centro da moeda quando ela para apoés ser jogada no ar. Como vemos
muito mais se sabe sobre o resultado de uma jogada de uma moeda que os simples resultados
binarios tradicionais cara e coroa. No6s ignoramos esta informacao adicional usando uma
hipotese nao mencionada que existe uma aposta com pagamentos que dependem apenas de
qual lado da moeda cai para cima e nao em outras informacoes.

1.9 Eventos e Colecao de Eventos

Um evento é um subconjunto do espago amostral, ou seja, é um conjunto de resultados
possiveis do experimento aleatério. Se ao realizarmos um experimento aleatorio, o resultado
pertence a um dado evento A, dizemos que A ocorreu. Estaremos interessados no estudo da
ocorréncia de combinacoes de eventos. Para tanto, utilizaremos as operacoes Booleanas de
conjuntos (complementar, uniao, intersecgao, diferenga) para expressar eventos combinados
de interesse.

Autor: Leandro Chaves Régo
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Exemplo 1.9.1: Sejam A, B, e C' eventos em um mesmo espago amostral ). Expresse os
seguintes eventos em fun¢ao de A, B, e C e operagoes Booleanas de conjuntos.

Pelo menos um deles ocorre. Resp.: AU BUC.
Exatamente um deles ocorre. Resp.: (AN B°NC)U(A°NBNC)U(A°NB°NC).

Apenas A ocorre. Resp.: (AN B°NC°).

No méximo dois deles ocorrem. Resp. (AN BN C)°.

)
)
)
d) Pelo menos dois ocorrem. Resp.: (ANBNC)U(ANB‘NC)U(A°“NBNC)U(ANBNC).
)
) Nenhum deles ocorrem. Resp. (A°N B°NC°).

)

Ambos A e B ocorrem, mas C' nao ocorre. Resp. (AN BNC°).

Embora possa-se pensar que, dado um espago amostral, necessariamente ¢ de interesse
analisar todos os seus subconjuntos (e isto eventualmente é verdadeiro), temos trés razoes
para esperar que estejamos apenas interessados em alguns subconjuntos do espaco amostral.
Primeiro, o espago amostral pode conter um grau de detalhamento superior ao que estamos
interessados no momento. Por exemplo, ele pode representar uma tnica jogada de um dado
com 6 elementos, mas noés apenas estamos interessados em saber se o resultado é par ou
impar. Segundo, nos vamos querer associar cada evento A com uma probabilidade numérica
P(A). Como essas probabilidades estdo baseadas em algum conhecimento sobre a tendéncia
de ocorrer do evento ou no grau de nossa crenga que determinado evento ocorrera, nosso
conhecimento sobre P pode nao estender para todos os subconjuntos de Q. A terceira (e
técnica) razao para limitar a colegdo de eventos de interesse é que condigoes impostas em
P pelos axiomas de Kolmogorov, que estudaremos adiante, podem nao permitir que P seja
definida em todos os subconjuntos de §2, em particular isto pode ocorrer quando €2 for nao
enumeravel, mas nao iremos demonstrar este fato que esta fora do escopo deste curso.

Estaremos interessados em uma colegao especial A de subconjuntos do espaco amostral
Q) (note que A é um conjunto cujos elementos também sao conjuntos!) que sao eventos de
interesse no que se refere ao experimento aleatorio £ e os quais temos conhecimento sobre
a sua probabilidade. A é chamado de uma o-dlgebra de eventos. Como veremos adiante, o
dominio de uma medida de probabilidade ¢ uma o-algebra.

Definicao 1.9.2: Uma algebra de eventos F é uma colecao de subconjuntos do espaco
amostral €2 que satisfaz:

1. nao é vazia;
2. fechada com respeito a complementos (se A € F, entao A° € F);

3. fechada com respeito a uniodes finitas (se A, B € F, entdo AU B € F).
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Uma o-dlgebra A é uma éalgebra de eventos que também é fechada com relagao a uma uniao
enumeravel de eventos,

(VZ € Z)‘AZ ceA= UieZAi e A

Pelas Leis de De Morgan, vemos que A é fechada com respeito a intersec¢oes enumeraveis
também.

Exemplo 1.9.3:
1. A menor algebra de eventos ¢ A = {0, Q};

2. A maior algebra de eventos é o conjunto das partes de €2;

3. Um exemplo intermediario, temos:

0=1{1,2,3}, A={Q,0,{2},{1,3}}.

Se o espago amostral for finito, toda algebra é uma o-algebra, pois so existem um nimero
finito de eventos diferentes. Se o espaco amostral for infinito, existem algebras que nao sao
o-algebras, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 1.9.4: A colecao de conjuntos de nimeros reais finitos e co-finitos ¢ uma algebra
que nao é uma o-algebra.

Exemplo 1.9.5: A o-algebra de Borel B de subconjuntos reais é, por defini¢ao, a menor o-
algebra contendo todos os intervalos e é a o-algebra usual quando lidamos com quantidades
reais ou vetoriais. Em particular, temos que unioes enumeraveis de intervalos (por exemplo,
o conjunto dos niimeros racionais), seus complementos (por exemplo, o conjunto dos niimeros
irracionais), e muito mais esta em B.

1.10 Freqiiéncias Relativas

Resta-nos discutir o terceiro elemento para modelagem do raciocinio probabilistico, a asso-
ciacao de uma medida numérica a eventos que representam a probabilidade com que eles
ocorrem. As propriedades desta associagao sao motivadas em grande parte pelas propri-
edades de freqiiéncia relativas. Considere uma colecao de experimentos aleatérios &; que
possuem a mesma o-algebra de eventos A e tem resultados individuais nao necessariamente
numéricos {w;}. Fixando uma dada seqiiéncia de resultados {w;}, se estamos interessados
na ocorréncia de um dado evento A, a freqiiéncia relativa de A nada mas é que uma média
aritmética da fungao indicadora de A calculada em cada um dos termos da seqiiéncia {w;},
ou seja,

Definigao 1.10.1: A freqiiéncia relativa de um evento A, determinada pelos resultados
{wi,...,w,} de n experimentos aleatorios, é

r(A) = 37 afen) = Nu(d)

n
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Propriedades chaves da freqiiéncia relativa sao:

FRO. r, : A — IR.

FR1. m,(A) > 0.

FR2. 7,(Q) = 1.

FR3. Se A e B sao disjuntos, entiao r,(AU B) = r,(A) + r,(B).

Nos prosseguiremos como se existisse alguma base empirica ou metafisica que garanta que
rn(A) — P(A), embora que o sentido de convergéncia quando n cresce so sera explicado pela
Lei dos Grandes Numeros, que nao sera discutida em detalhes neste curso. Esta tendéncia da
freqiiéncia relativa de estabilizar em um certo valor é conhecida como reqularidade estatistica.
Deste modo, P herdara propriedades da freqiiéncia relativa r,,.

1.11 Interpretacoes de Probabilidade

Parece nao ser possivel reduzir probabilidade a outros conceitos; ela é uma nocao em si
mesma. O melhor que podemos fazer é relacionar probabilidade a outros conceitos através
de uma interpretagao. Os trés mais comuns grupos de interpretacao sao os seguintes:

1. Classica: baseada em uma enumeracao de casos igualmente provdveis.

2. Subjetiva: se refere ao grau de crenga pessoal na ocorréncia do evento A e é medida
através da interpretacao comportamental de disposicao a apostar ou agir.

3. Freqiientista: se refere ao limite da freqiiéncia relativa de ocorréncia do evento A em
repetidas realizactes nao relacionadas do experimento aleatorio £. Note que limites de
freqiiéncia relativas sao uma idealizacao, pois nao se pode realizar infinitas realizacoes
de um experimento.

1.12 Axiomas de Kolmogorov

Primeiro por razoes técnicas, fora do escopo deste curso, temos que o dominio da medida
formal de probabilidade é uma algebra de eventos que também é fechada com relagao a um
nimero enumeravel de unioes.

Os axiomas que descreveremos a seguir nao descrevem um tnico modelo probabilistico,
eles apenas determinam uma familia de modelos probabilisticos, com os quais poderemos
utilizar métodos matematicos para descobrir propriedades que serao verdadeiras em qualquer
modelo probabilistico. A escolha de um modelo especifico satisfazendo os axiomas é feito
pelo analista/estatistico familiar com o fendmeno aleatério sendo modelado.

Motivados pelas propriedades de freqiiéncia relativa, impde-se os primeiros quatro axio-
mas de Kolmogorov:
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KO0. Inicial. O experimento aleatorio é descrito pelo espago de probabilidade (2,4, P) que
consiste do espaco amostral €2, de uma o-algebra A, e de uma funcao de valores reais
P:A— R

K1. Nao-negatividade. VA € A, P(A) > 0.
K2. Normalizacao Unitaria. P({2) = 1.
K3. Aditividade Finita. Se A, B sao disjuntos, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

E facil provar (tente!) utilizando indugdo matemética que K3 é valida para qualquer
colecao finita de eventos disjuntos par a par, ou seja, se A;,¢ = 1,2,...,n, sdo eventos
disjuntos par a par, entdao P(U";A;) = > o P(4).

Um tltimo axioma embora nao seja uma propriedade de limites de freqiiéncia relativa nem
tenha significado em espacgos amostrais finitos, foi proposto por Kolmogorov para garantir
um certo grau de continuidade da medida de probabilidade.

K4. o-aditividade. Se {A;} é uma cole¢ao enumeravel de eventos disjuntos dois a dois,
entao

P( ;21140 = ZP(AZ)

Note que para espagos amostrais finitos, somente existem um ntimero finito de subcon-
juntos diferentes, logo para que tenhamos uma cole¢cao enumeravel de eventos disjuntos dois
a dois, um nimero enumeravel destes deve ser vazio. Como veremos adiante a probabilidade
de um evento vazio é nula, o que implica que para espagos amostrais finitos K3 e K4 sao
equivalentes.

Definicao 1.12.1: Uma funcao que satisfaz KO—K4 é chamada de uma medida de proba-
bilidade.

1.12.1 Exemplos de Medidas de Probabilidade

Exemplo 1.12.2: Se €2 for um conjunto finito, entao temos que a probabilidade classica
que assume que todos os resultados sao igualmente provaveis, € um exemplo de uma medida
de probabilidade. Neste caso, temos que

_ 1Al
P(A) = 5

definido para qualquer subconjunto A de €. O fato que 0 < ||A|] < [|Q|] e que
1AL B[ = [[All +||B]| = [|AN B,
permitem que verifiquemos que P satisfaz os axiomas de Kolmogorov.

Exemplo 1.12.3: Seja Q = {w;,ws, ...,w,} um conjunto finito, e seja P({w;}) = p;, onde
pi>0i>1ed pi=1,e P(A) =3 .4 P{wi}). Neste caso, também ¢é facil verificar
que P é uma medida de probabilidade verificando os axiomas.
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1.12.2 Propriedades de uma Medida de Probabilidade

Teorema 1.12.4: Se P ¢é uma medida de probabilidade, entao

Prova: Parte 1, segue do fato que 2 = AU A°, K2, e K3, pois
1= P(Q) = P(A) + P(A°).
Parte 2, segue da Parte 1, do fato que Q¢ = (), e K2, K3, pois
P®)=1-P(Q2) =0.

Parte 3, segue do fato que 1 = P(Q) = P(A) + P(A°) > P(A), ja que P(A°) > 0 por K1. 1

Teorema 1.12.5: Monotonicidade. Se A C B, entio P(A) < P(B).

Prova: Note que B = AU (B — A), onde A e B — A sao disjuntos. Entao K3 implica que
P(B) = P(A)+ P(B — A). O resultado segue do fato que P(B — A) > 0. 1

Corolario 1.12.6: P(AU B) > max(P(A), P(B)) > min(P(A), P(B)) > P(AN B).

Teorema 1.12.7: Uma expressao exata para a probabilidade de uma uniao nao-disjunta é
dada por
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

Prova: Como AUB = AU (B—A), e Ae B— A sao disjuntos, K3 implica que P(AU B) =
P(A)+P(B—A). Ecomo B=(ANB)U(B—A), ANB e B — A sao disjuntos, K3 implica
que P(B) = P(ANB) + P(B — A). Logo,

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Teorema 1.12.8: Probabilidade de Partigoes. Se {A;} é uma parti¢ao enumerdvel de
Q feita de conjuntos em A, entao para todo B € A

P(B)=> P(BNA,).
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Prova: Como {A;} é uma particao, segue que

B=BNQ=DBnN(UA) =U;(BNA,).

O resultado segue entao por K4'. i

Teorema 1.12.9: Desigualdade de Boole. Para n eventos arbitrdrios {Ai,..., A}, a
desigualdade de Boole é
P(U A ZP

Prova: Omitida. 1
Corolario 1.12.10: Para n eventos arbitrdarios {Ai, ..., A},

P(NA;) >§:P —(n—1).

Prova: Utilizando a Lei de De Morgan e a desigualdade de Boole para os eventos { A, ..., A%},

temos
n

PUILAT) = 1 - P(1A) < 3 P(A) = 3 (1 P(A)).

i=1 =1

Logo,
P(NA;) > P(A) —(n—1).

O proéximo teorema permite que possamos calcular de maneira exata a probabilidade
P(U!_,A;) para n eventos arbitrarios.

Teorema 1.12.11: Principio da Inclusao-Exclusao. Seja [ um conjunto genérico de
indices que € um subconjunto nao-vazio qualquer de {1,2,... ,n}. Para eventos arbitrdrios

{Ay,..., A},
P(UL14;) = Z (=) PP Ay,

0AIC{1,...n}

onde o somatorio € sobre todos os 2™ — 1 conjuntos de indices excluindo apenas o conjunto
Vaz10.

No caso particular de n = 3, o principio de inclusao-exclusao afirma que

P(AjUAUA3) = P(A)+P(Ay)+P(A3)—P(A1NA2)—P(A1NA3)—P(AsNA3)+P(A1NANA3).
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Exemplo 1.12.12: Professor Leodnidas esta tentando calcular a probabilidade p = P(A)
do evento A, e determinou que ela é uma raiz do seguinte polinomio de grau cinco:

(p—3)p—3V=1)(p+3vV=1)(p+0.3)(p—0.3) = 0.

Baseado nesta fato, qual é o valor de p?

Exemplo 1.12.13: Se Q = {a,b,c}, e a dlgebra A é o conjunto das partes de €2, e a medida
de probabilidade P é parcialmente definida por

P({a,b}) = 0.5, P({b,c}) = 0.8, P({a,c}) = 0.7,
entao complete a especificacdo de P para todos os eventos em A.

Exemplo 1.12.14: Se {A;} for uma particio enumeravel de Q e P(4;) = ab’, i > 1, entdo
quais as condicoes que a e b devem satisfazer para que P seja uma medida de probabilidade?

Autor: Leandro Chaves Régo



Capitulo 2

Espacos Amostrais Finitos

2.1 Introducao

Verificamos no capitulo anterior que se 2 = {wy,ws, ..., w,} é um conjunto finito, entao para
determinar a probabilidade de qualquer evento A é suficiente especificar a probabilidade de
cada eventos simples {w;}, ou seja P({w;}) = p;. E facil ver que os axiomas de Kolmogorov
implicam que p; > 0,i > 1e > " pi=1,e P(A) =3 ., P({wi}).

Para determinarmos as probabilidades dos eventos simples, precisamos de algumas hi-
poteses adicionais. Por exemplo, se Q = {wy, wq, w3}, {w;} for 3 vezes mais provavel, que
{wq, w3}, e {ws} for igualmente provavel a {ws}, temos que: p; = 3(p2 + p3), p2 = p3. Logo,
como p; + p2 + p3 = 1, temos que p3 = py = %, ep = %.

Vimos também que de acordo com a interpretacao classica de probabilidade, onde o
espaco amostral €2 é finito e os possiveis resultados do experimento sao equiprovaveis, entao

a probabilidade de qualquer evento A € A é proporcional a sua cardinalidade, isto é, P(A) =
1Al

- Portanto, é importante que saibamos contar a quantidade de elementos que um evento.

2.2 Meétodos de Contagem

Nesta secao estudaremos alguns métodos de contagem, também conhecidos como métodos
de analise combinatoria. Embora conjuntos pequenos possam ser contados exaustivamente
(forga-bruta), mesmo conjuntos com tamanho moderado podem ser dificeis de contar sem a
utilizagao de técnicas mateméticas.

2.2.1 Regra da Adicao

Suponha que um procedimento, designado por 1, possa ser realizado de n; maneiras. Admita-
se que um segundo procedimento, designado por 2, possa ser realizado de ny maneiras. Além
disso, suponha que nao seja possivel que ambos os procedimentos 1 e 2 sejam realizados em
conjunto. Entao, o nimero de maneiras pelas quais poderemos realizar ou 1 ou 2 sera n +ns.

Esta regra também pode ser estendida da seguinte maneira: Se existirem k procedimentos
e 0 i-ésimo procedimento puder ser realizado de n; maneiras, i = 1,2, ..., k, entao, o niimero
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de maneiras pelas quais poderemos realizar ou o procedimento 1, ou o procedimento 2, ...,
ou o procedimento k, é dado por ny + ny + ... + ng, supondo que dois quaisquer deles nao
possam ser realizados conjuntamente.

Exemplo 2.2.1: Suponha que estejamos planejando uma viagem e devamos escolher entre
o transporte por onibus ou por trem. Se existirem trés rodovias e duas ferrovias, entao
existirao 3 + 2 = 5 caminhos disponiveis para a viagem. I

2.2.2 Regra da Multiplicacao

Suponha que um procedimento designado por 1 possa ser executado de n; maneiras. Admita-
se que um segundo procedimento, designado por 2, possa ser executado de ns maneiras.
Suponha também que cada maneira de executar 1 possa ser seguida por qualquer maneira
para executar 2. Entao o procedimento formado por 1 seguido de 2 podera ser executado de
N1 - Ny maneiras.

Obviamente, esta regra pode ser estendida a qualquer niimero finito de procedimentos. Se
existirem k procedimentos e o i-ésimo procedimento puder ser executado de n; maneiras, 1 =
1,2,...,k, entao o procedimento formado por 1, seguido por 2,. .., seguido pelo procedimento
k, podera ser executado de ng - ns - - - ny maneiras.

Exemplo 2.2.2: Quantos divisores inteiros e positivos possui o niimero 3607 Quantos desses
divisores sao pares? Quantos sao impares? Quantos sao quadrados perfeitos?

Solugao: 360 = 23 x 32 x 5. Os divisores inteiros e positivos de 360 sdo os niimeros
da forma: 2% x 3% x 5¢, onde a € {0,1,2,3}, b € {0,1,2}, e ¢ € {0,1}. Portanto, existem
4 X 3 X 2 = 24 maneiras de escolher os expoentes a, b, c. Logo ha 24 divisores.

Para o divisor ser par, a nao pode ser zero. Entao, existem 3 x 3 x 2 = 18 divisores pares.
Por outro lado, para o divisor ser impar, a tem que ser zero. Logo, existem 1 X 3 X2 =6
divisores impares. Por fim para o divisor ser quadrado perfeito, os expoentes tem que ser
pares. Logo, existem 2 X 2 x 1 = 4 divisores quadrados perfeitos. 1

Exemplo 2.2.3: De quantos modos o nimero 720 pode ser decomposto em um produto
de dois inteiros positivos? Aqui consideramos, naturalmente, 8 x 90 como sendo o mesmo
produto que 90 x 8. E o nimero 1447

Solugao: 720 = 2% x 3% x 5. Os divisores inteiros e positivos de 720 sdo os ntimeros da
forma: 2¢ x 3% x 5¢, onde a € {0,1,2,3,4}, b € {0,1,2}, e ¢ € {0,1}. Portanto, existem
5 % 3 x 2 = 30 maneiras de escolher os expoentes a, b, c. Logo ha 30 divisores. Observe que
como 720 nao é um quadrado perfeito, para cada divisor = de 720 existe um outro divisor
y # x de 720 tal que z x y = 720. Portanto, cada produto contém dois divisores diferentes
de 720. Como existem 30 divisores, existem 15 produtos diferentes.

144 = 2* x 32. Seguindo o mesmo raciocinio anterior, temos 5 x 3 = 15 divisores de 144.
Note que 144 = 122 e este constitui um produto de inteiros positivos que ¢ igual a 144. Para
os demais produtos sempre temos que eles contém dois inteiros positivos diferentes que sao
divisores de 144. Como existem 14 divisores de 144 diferentes de 12, temos que existem 7
produtos envolvendo estes divisores. Logo, temos um total de 8 produtos diferentes. i
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Exemplo 2.2.4: O conjunto A possui 4 elementos e, o conjunto B, 7 elementos. Quantas
fungoes f: A — B existem? Quantas delas sao injetoras?

Solucao: Note que para cada elemento de A temos 7 opgoes de valores diferentes. Como
A contém 4 elementos, existem 7 X 7 x 7 x 7 = 7% funcoes diferentes. Recorde que uma
fungao é injetora se f(a) # f(b) sempre que a # b. Portanto, ndo podemos repetir o mesmo
elemento de B como imagem de dois elementos de A, logo existem 7 x 6 x 5 x 4 = 840 fungoes
injetoras. I

Exemplo 2.2.5: Em uma banca ha 5 exemplares iguais da “Veja”, 6 exemplares iguais da
“Epoca” e 4 exemplares iguais da “Isto é”. Quantas colecdes nio-vazias de revistas dessa
banca podemos formar?

Solugao: Note que cada colecao de revistas vai ser composta por a revistas Veja, b
revistas Epoca, e c revistas Isto é, onde 0 < a <5,0<b<6,0<c<4, e pelo menos 1 de
a, b, ou c é diferente de zero. Entao, temos 6 x 7 x 5 —1 = 210 — 1 = 209 diferentes cole¢oes
nao-vazias destas revistas. i

Amostragem com Reposicao

Dado um conjunto com n elementos distintos, o ntimero f,, de maneiras de selecionar
uma seqiiéncia distinta de comprimento r escolhida desse conjunto com repetidas selecoes
do mesmo elemento sendo permitida (amostragem com repeti¢io) é dada por n”, ji que
estamos repetindo o mesmo procedimento r vezes, e cada procedimento tem n maneiras de
ser executado.

Este resultado também se aplica ao niimero de resultados possiveis em r jogadas de uma
moeda (n = 2), ou de um dado (n = 6), ou o namero de bytes (r = 8, n = 2) (Um byte é
uma seqiiéncia ordenada de comprimento 8 de 0’s e 1’s).

Exemplo 2.2.6: Nimero de Seqiiéncias Binarias ou Subconjuntos. O nimero de
seqiiéncias binarias de comprimento 7 ¢ igual a 2" pois neste caso temos para cada posi¢ao
i da seqiiéncia n; = 2. O ntimero de subconjuntos de um dado conjunto ||A|| = r pode ser
determinado enumerando A = {ay,as,as,...,a.} e descrevendo cada subconjunto B de A
por uma seqiiéncia binaria

(b1,ba,...,b)
,onde b; = 1 se a; € B e b; = 0, caso contrario. Como existem 2" destas seqiiéncias, entao
existem 2" subconjuntos de um conjunto de r elementos. Portanto, se ||A|| = r, o conjunto
das partes de A, possui 2" elementos, o que explica a notacao exponencial do conjunto das
partes. 1

Amostragem sem Reposicao

Dado um conjunto com n elementos distintos, o nimero (n), de maneiras de selecionar uma
seqiiéncia distinta de comprimento 7 escolhida desse conjunto com repetidas selecoes do
mesmo elemento nao sendo permitida (amostragem sem repeti¢ao) é dada por

r—1

(n)y =n(n—1)---(n—r+1)=][(n—1i),

=0
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ja que no primeiro procedimento (escolha do primeiro elemento da seqiiéncia) temos n ma-
neiras de executa-lo, no segundo procedimento (escolha do segundo elemento da seqiiéncia)
temos n — 1 maneiras de executa-lo, ..., e no r-ésimo e tltimo procedimento (escolha do
r-ésimo elemento da seqiiéncia) temos n — r + 1 maneiras de executa-lo. Este nimero de
seqiiéncias é também chamado na literatura do nimero de arranjos quando temos n elemen-
tos distintos e queremos escolher r deles onde a ordem de escolha é importante.

Um caso particular de amostragem sem reposicao é quando queremos saber o niimero de
permutacoes de um conjunto de n elementos distintos. Neste caso temos que r = n, entao o
numero de permutacoes é dado por

nl=mn),=nn-1)---1,

onde n! é conhecida como funcao fatorial. Em termos, de funcao fatorial, nés podemos

escrever:
n!

(n), = m

Propriedades da funcao fatorial n! incluem as seguintes:
Ol=1l=1lenl=n(n—-1)

Exemplo 2.2.7: Se A é um conjunto de n elementos, quantas sao as fungoes f: A — A
bijetoras?

Solucao: Temos que garantir que cada elemento de A tem uma imagem diferente. Como
A é finito e tem n elementos, garante-se deste modo que f também é sobrejetora e, portanto,
bijetora. Entao, o primeiro elemento de A tem n opc¢oes, o segundo n — 1 op¢oes, até que
o ultimo elemento de A tem somente uma opcao disponivel. Portanto, existem n! funcoes
bijetoras f: A — A. 1

Exemplo 2.2.8: De quantos modos é possivel colocar r rapazes e m mocas em fila de modo
que as mogas permanecam juntas?

Solugao: Primeiro temos 7+ 1 opgoes de escolher o lugar das mocas. Em seguida, temos
r! maneiras de escolher a posicao dos rapazes entre si, e m! maneiras de escolher a posicao
das mogas entre si. Portanto, temos (r + 1)r!m! modos diferentes de escolha. I

Exemplo 2.2.9: Quantas sao as permutacoes simples dos nimeros 1,2,...,10 nas quais
o elemento que ocupa o lugar de ordem k, da esquerda para a direita, é sempre maior que
k— 37

Solugao: Comecemos escolhendo os nimeros da direita para esquerda. Observe que
o numero no lugar de ordem 10, tem que ser maior que 7, portanto existem 3 opcoes. O
nimero no lugar de ordem 9, tem que ser maior que 6, existem, portanto, 3 opcoes visto
que um dos nimeros maiores que 6 ja foi utilizado na ultima posicao. De maneira similar
pode-se ver que existem 3 opg¢oes para os nimeros que ocupam do terceiro ao oitavo lugar.
O ntamero no lugar de ordem 2, tem somente 2 opgoes, pois oito niimeros ja foram escolhidos
anteriormente. Finalmente, resta apenas um nimero para o lugar de ordem n. Portanto,
existem 2 x 3% permutacoes deste tipo. I
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Enumeracao de Conjuntos: Coeficientes Binomiais

O nimero de conjuntos, ou cole¢coes nao ordenadas, de tamanho 7 escolhidas de um conjunto
universo de tamanho n, onde, como apropriado para conjuntos, nao é permitido a duplicagao
de elementos (amostragem sem repeticao), é dado pelo coeficiente binomial:

(Z) B <Zv) ~(n —n!r)!r!'

Para verificar isto, note que o nimero de colecoes ordenadas de tamanho r sem repeticao é
(n),. Como os elementos de cada seqiiéncia de comprimento r sao distintos, o niamero de
permutacoes de cada seqiiéncia é r!. Porém, utilizando a regra da multiplicacao, o procedi-
mento de escolhermos uma colecao ordenada de r termos sem repeticao é igual a primeiro
escolher uma colecao nao-ordenada de r termos sem repeticao e depois escolhermos uma
ordem para esta colecao nao ordenada, ou seja, temos que

n
n), = -l
de onde segue o resultado.
O coeficiente binomial tem as seguintes propriedades:

()= (2 @)= () = () o

Note que o coeficiente binomial é também igual ao niimero de subconjuntos de tamanho
r que pode ser formado de um conjunto de n elementos. Como j& vimos que, o niimero total
de subconjuntos de um conjunto de tamanho n é 2", temos que

r=0

Os numeros (:) sao chamados de coeficientes binomiais, porque eles aparecem como
coeficientes na expressao binomial (a + b)". Se n for um inteiro positivo, (a + b)" = (a +
b)(a+b)---(a+0b). Quando a multiplicacdo tiver sido executada, cada termo seré formado
de k elementos de a e de (n — k) elementos de b, para k = 0,1,2,...,n. Mas quantos termos
da forma a*b"* existirdo? Simplesmente contaremos o nimero de maneiras possiveis de
escolher k dentre os n elementos a, deixando de lado a ordem (onde o i-ésimo elemento a
corresponde ao i-ésimo fator do produto acima). Mas isto é justamente dado por (Z) Dai
obtém-se o que é conhecido como o Teorema Binomial:

(a+b)" = zn: (Z) ak bk,

k=0

Exemplo 2.2.10: Dentre oito pessoas, quantas comissoes de trés membros podem ser es-
colhidas, desde que duas comissoes sejam a mesma comissao se forem constituidas pelas
mesmas pessoas (nao se levando em conta a ordem em que sejam escolhidas)? A resposta é
dada por (g) = 56 comissoes possiveis. 1
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Exemplo 2.2.11: Com oito bandeiras diferentes, quantos sinais feitos com trés bandeiras
diferentes se podem obter? Este problema parece-se muito com o exemplo anterior, mas
neste caso a ordem acarreta diferenca e por isso temos (8)3 = 336 sinais. 1

Exemplo 2.2.12: Um grupo de oito pessoas é formado de cinco homens e trés mulheres.
Quantas comissoes de trés pessoas podem ser constituidas, incluindo exatamente dois ho-
mens? Aqui deveremos fazer duas coisas, escolher dois homens (dentre cinco) e escolher duas

mulheres (dentre trés). Dai obtemos como niimero procurado (g) (?) = 30 comissoes. I

Exemplo 2.2.13: Quantos seqiiéncias binarias de comprimento n contém no maximo trés
numeros 17 Neste caso, temos quatro casos possiveis: todas seqiiencias que nao contém
1, todas seqiiéncias que contém apenas um nimero 1, todas seqiiéncias que contém dois
nimeros 1, e todas as seqiiéncias que contém trés nimeros 1. Para 0 < r < n, temos que
existem exatamente (f) seqiiéncias binarias com r nimeros 1. Portanto, pela regra da adigao

temos que existem
n n n n n n n
0 1 2 3

seqiiéncias binarias de comprimento n contendo no maximo trés nimeros 1. I

Exemplo 2.2.14: Quantas seqiiéncias de cara e coroa de comprimento n contém pelo menos
1 cara? Neste caso, note que apenas uma seqiiéncia ndo contém nenhuma cara (a seqiiéncia
que contém apenas coroa). Como o nimero total de seqiiéncias de cara e coroa de compri-
mento n é igual a 2", temos entao 2" — 1 seqiiéncias de comprimento n contendo pelo menos

uma cara. i
Exemplo 2.2.15: Determine o coeficiente de 2* no desenvolvimento de (z* — 1)7,

Solucgao: O termo genérico do desenvolvimento é

(1) = ()

Portanto, temos o termo 3 se 5k — 7 = 3, o que implica que k = 2. Logo, o coeficiente de
23 ¢ (=1)°(3) = —21. 1

Contagem Multinomial

Considere que temos 7 tipos de elementos e n; copias indistinguiveis do elemento do tipo .

Por exemplo, a palavra probabilidade tem duas copias de cada uma das letras a,b,d,: e uma

copia de cada uma das letras [,p,r,0,e. O niimero de seqiiéncias ordenadas de comprimento
J— T A .

n=>._,n; é¢dado por:

n\/n—ny\ /n—n; — Ny n!
A ]. = T‘—'
ny N9 ns [T, n!

Esta quantidade é conhecida como coeficiente multinomial e denotada por:

n
nyng ...n. )"
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onde n =73 n.

Para verificar esta contagem, note que das n posi¢des na seqiiéncia de comprimento n,
n6s podemos escolher ny posicoes para os n; elementos indistinguiveis do tipo 1 de (:1)
maneiras. Das n — ny posicoes restantes na seqiiéncia, podemos escolher no posicoes para
0s Ny elementos indistinguiveis do tipo 2 de (”;;“) maneiras. Finalmente, apos repetir este
processo 7 — 1 vezes, restam-nos n, posi¢oes na seqiiéncia para os n, elementos do tipo 7,
que s6 podem ser escolhidas de uma tinica maneira. Utilizando o método da multiplicacao, o
nimero total de seqiiéncias possiveis é produto do nimero de maneiras que podemos colocar
os r tipos de elementos.

O coeficiente multinomial também calcula o nimero de particoes de um conjunto n
elementos em r subconjuntos com tamanhos dados ni,ns,...,n,. Aplicando-se o mesmo
argumento que utilizamos para demonstrar o Teorema Binomial, pode-se provar a seguinte
generalizacao conhecida como Teorema Multinomial:

n n—iy n_2j<r71ij n T
($1+l‘2+---+%~)n:zzm Z ( ' ')H%’“,

P . - 11 12 ... 1p - -

11—0 22—0 7,,,',1—0 k=1

onde i, =mn — 3, ij.

Exemplo 2.2.16: Um monitor tendo resolucao de n = 1.280 x 854 pixels, com r = 3 cores
possiveis (verde, azul, e vermelho) para cada pixel, pode mostrar (“Z%) imagens tendo 7,
pixels verdes, i5 pixels azuis, e i3 pixels vermelhos. O ntmero total de imagens que pode ser
exibida por este monitor para qualquer composi¢ao de cores de ver, azul, e vermelho pode
ser obtido utilizando o Teorema Multinomial fazendo =1 = 29 = ... = x, = 1, dando o

resultado de ™ possiveis imagens. il

Exemplo 2.2.17: Determine o coeficiente de 2%9y* no desenvolvimento de (z® + 2y + %)5
Solucgao: O termo genérico do desenvolvimento é

(15 (G =

1 92 D — 11 — U2
5

9)iz (5)5—i1—i2 Bin —10+2i1+2iz, 20 91
(2)%(5) <i1i25—z‘1—z’2)x Y (2.1)

Portanto, temos o termo z%y* se 5i; + 2is — 10 = 9 e 2iy = 4, o que implica que iy = 2 e

iy = 3. Logo, o coeficiente de z%y* ¢ (2)2(5)°(, 5 ,) = 40. N
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Capitulo 3

Probabilidade Condicional

3.1 Probabilidade Condicional

Como vimos no capitulo anterior, existem varias possiveis interpretacoes de probabilidade.
Por exemplo, pode-se interpretar probabilidade de um evento A como um limite das freqiién-
cias relativas de ocorréncia do evento A em realiza¢oes independentes de um experimento.
Por outro lado, a interpretacao subjetiva de probabilidade associa a probabilidade de um
evento A com o grau de crenga pessoal que o evento A ocorrerd. Em ambos os casos, pro-
babilidade é baseada em informacao e conhecimento. Revisao desta base de informacgao ou
conhecimento pode levar a revisao do valor da probabilidade. Em particular, conhecimento
que determinado evento ocorreu pode influenciar na probabilidade dos demais eventos.

Considerando-se a interpretacao freqiientista de probabilidade, suponha que estejamos
interessados em saber qual a probabilidade de um dado evento A, visto que sabe-se que um
dado evento B ocorreu. Suponha que realizasse um experimento n vezes das quais o evento
A (resp., B e AN B) ocorre Ny (resp., Ng > 0 e Nanp) vezes. Seja ra = Ny/n a freqiiéncia
relativa do evento A nestas n realizacées do experimento. A probabilidade condicional de
A dado que sabe-se que B ocorreu segundo esta interpretacao freqiientista, sugere que ela
deve ser igual ao limite das freqiiéncias relativas condicionais do evento A dado o evento B,
isto é, ela deve ser o limite da razdo Nanp/Np quando n tende ao infinito. E facil provar
que esta razao é igual a ranp/rp, que por sua vez segundo a interpretacao freqiientista de
probabilidade é aproximadamente igual a P(A N B)/P(B) para valores grandes de n.

Considerando-se uma interpretacao mais subjetiva suponha que a incerteza de um agente
¢ descrita por uma probabilidade P em (2,.A) e que o agente observa ou fica sabendo que
o evento B ocorreu. Como o agente deve atualizar sua probabilidade P(:|B) de modo a
incorporar esta nova informacao? Claramente, se o agente acredita que B é verdadeiro,
entao parece razoavel requerer que

P(B|B) =0 (3.1)

Em relacao aos eventos contidos em B, é razoavel assumir que sua chance relativa per-
maneca inalterada se tudo que o agente descobriu foi que o evento B ocorreu, ou seja, se
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Ay, Ay € B com P(As) > 0, entao
P(A) _ P(A1[B)
P(A;)  P(A2|B)
Segue que (3.1) e (3.2) determinam completamente P(-|B) se P(B) > 0.

Teorema 3.1.1: Se P(B > 0) e P(-|B) ¢ uma medida de probabilidade em 2 que satisfaz
(3.1) e (3.2), entao

(3.2)

P(ANB)
P(B)
Prova: Como P(:|B) é uma medida de probabilidade e satisfaz P(B¢|B) = 0, nos temos
que P(B|B) = 1 — P(B|B) = 1. Considerando A; = A e Ay = B em (3.2), temos
P(4)

entao P(A|B) = P(g) bara A C B. Se A nao é um subconjunto de B, temos que A =

(AN B)U (AN B°. Como (AN B) e (AN B¢ sao eventos disjuntos, temos P(A|B) =
P(ANB|B)+P(AN B¢ B). Como ANB*® C B°e P(B°|B) =0, temos que P(ANB°|B) = 0.
Como AN B C B, usando o caso anterior

P(A|B) =

P(AN B)

P(AIB) = P(ANBIB) = —5

Deste modo as interpretacoes freqiientista e subjetivista de probabilidade justificam a
seguinte definicao.

Definigao 3.1.2: Seja (©2,.A, P) um espaco de probabilidade. Se A,B € Ae P(B) >0 a
probabilidade condicional de A dado B é definida por

P(ANB)
P(B)

Vamos provar que para um evento fixo B que satisfaz P(B) > 0, P(-|B) satisfaz os
axiomas K1-K4 acima e realmente ¢ uma medida de probabilidade. Para provar K1, note
que para todo A € A, como P(AN B) > 0, nos temos
P(AN B) >0.

P(B)
Para provar K2, note que 2N B = B, entao
PQNB) P(B)

P(B)  P(B)
Finalmente, para provar K4 (que implica K3), note que se Aj, Ag, ... sdo mutuamente ex-
clusivos A1 N B, A, N B, ... também o sao, entao
P((UiA)NB)  P(Ui(A;nN B))

P(B)  P(B)

ZPA mB ZPA|B

P(A[B) =

P(A|B) =

P(Q|B) = =1

P(U;A;|B) =

A probabilidade condicional também satlsfaz as seguintes propriedades:
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1. P(B|B) = 1;

2. P(A|B) = P(AN B|B);
3. se A D B, entao P(A|B) = 1;
P(AN B|C) = P(A|BNC)P(B|C).
Fazendo C' = 2 na propriedade 4 acima, temos que:
P(ANB)= P(A|B)P(B).
Utilizando inducao matematica, pode-se facilmente provar que
P(AiNAyN...NA,) =P(A)P(A2|Ay) ... P(A AN N A1)

Um método de se obter uma probabilidade (incondicional) de uma probabilidade con-
dicional é utilizando o Teorema da Probabilidade Total. Antes de enunciar este teorema
precisamos recordar o que é uma particao do espaco amostral. Uma seqiiéncia de even-
tos Ai, Ay, As, ... é uma particao do espaco amostral € se estes eventos sao mutuamente
exclusivos e contém todos os elementos de Q (U;4; = Q).

Teorema 3.1.3: Seja a seqiiéncia de eventos By, By, ... uma particao de €2, entdao para
todo A € A
P(A)= ) P(AB)P(B)
:P(B;)#0
Prova:
Como By, Bs, ... é uma particao de €2, temos que

A=ANQ=AN(UY;B;) = Ui (AN By).

Como os eventos B;’s sdo mutuamente exclusivos, os eventos (A N B;)’s também sao
mutuamente exclusivos. Entao axioma K3 implica que

P(A) = P(U(AN By)) ZPAHB

= >  PANB) Z P(A|B;)P(B;).

i:P(B;)#0 i:P(B;)#0

Se noés interpretarmos a particao By, Bs, ... como possiveis causas e o evento A corres-
ponda a um efeito particular associado a uma causa, P(A|B;) especifica a relagao estocastica
entre a causa B; e o efeito A.

Por exemplo, seja {D, D} uma parti¢ao do espago amostral, onde o evento D significa
que um dado individuo possui uma certa doenca. Seja A o evento que determinado teste para
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o diagnostico da doenga deu positivo. Entao, P(A|D¢) descreve a probabilidade do exame da
positivo mesmo que o paciente esteja saudavel, é a chamada probabilidade de falso positivo.
P(A°|D) é a probabilidade do exame d4 negativo mesmo que o paciente esteja doente, é a
chamada probabilidade de falso negativo. Estas probabilidades determinam a qualidade do
teste, quanto menores as probabilidades de falso negativo e falso positivo melhor a qualidade
do teste. Caso as probabilidades P(D), P(A|D), P(A|D¢) sejam conhecidas pode-se usando o
Teorema da Probabilidade Total obter a probabilidade incondicional de determinado exame
dar positivo P(A). Porém geralmente, o que se busca é saber que dado que o resultado de
um exame deu positivo qual a probabilidade de que o individuo esteja doente. Pode-se obter
esta probabilidade utilizando a famosa formula de Bayes:

P(D|A) = P(AND) B P(A|D)P(D)
~ P(AND)+ P(AnD¢)  P(A|D)P(D)+ P(A|D¢)P(D¢)’
Mais geralmente, quando temos uma particao By, Bs, .. ., temos que a formula de Bayes
¢ dada por:
P(B|A) = P(ANB;) P(ANBy)
>, P(AN B)) Zj:P(Bj#o P(AN Bj)
P(A|B)P(B;)

 Xjip(sy20 P(AIB)) P(B))

E facil de provar esta formula usando o Teorema da Probabilidade Total. As proba-
bilidades P(B;) sao usualmente chamadas de probabilidades a priori e as probabilidades
condicionais P(B;|A) sdo chamadas de probabilidades a posteriori. O seguinte exemplo
ilustra uma aplicagao da formula de Bayes.

Exemplo 3.1.4: Considere uma imagem formada por n X m pixels com a k-ésima linha
contendo di(< m) pixels defeituosos. No primeiro estigio do experimento uma linha é
escolhida ao acaso e noés nao sabemos qual foi a escolha. No6s entao examinamos um pixel
selecionada ao acaso nesta linha e descobrimos que o pixel é defectivo (chamamos este evento
de D). Qual a probabilidade de que este pixel defeituoso esteja na linha k7 Seja R =k o
evento que este pixel pertencia a k-ésima linha da imagem. A férmula de Bayes nos permite
determinar que dado que

1 d
P(R=k)=— e P(D|R=Fk) = -~

nods temos que
1dg dy,
_ _ nm _
i=1 nm i=1 %i
Entao, mesmo que a linha tenha inicialmente sido escolhida ao acaso, dado o evento que
encontramos ao acaso um pixel defectivo nesta linha, agora é mais provavel que seja uma

linha contendo um nimero grande de pixels defectivos d.
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Exemplo 3.1.5: Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas pretas. Sacam-se, sucessiva-
mente e sem reposicao, duas bolas dessa urna. Determine a probabilidade da primeira bola
ser branca sabendo que a segunda bola é branca.

Solugao: Sejam B; e Bs os eventos a primeira bola é branca e a segunda bola é branca,
respectivamente. Queremos calcular P(B;|Bs). Utilizando a formula de Bayes, temos

P(By|By)P(B)
(B2|By)P(B1) + P(By|Bf) P(BY)

P(B1|B;) = Iz

Mas P(By|B1) = 3, P(Bs|Bf) = 5, P(B1) = 15 e P(B{) = &. Logo,

10
3.4 2
_ 9 10 _ 15 __
P<Bl|B?)—§ 4,46 7 27 3
9 10 9 10 5

Embora probabilidade condicional seja bastante 1til, ela sofre de alguns problemas, em
particular quando se quer tratar de eventos de probabilidade zero. Tradicionalmente, se
P(B) = 0, entdao P(A|B) nao é definida. Isto leva a um numero de dificuldades filosofi-
cas em relacao a eventos com probabilidade zero. Sao eles realmente impossiveis? Caso
contrario, quao improvavel um evento precisa ser antes de ele ser atribuido probabilidade
zero? Deve um evento em algum caso ser atribuido probabilidade zero? Se existem eventos
com probabilidade zero que nao sao realmente impossiveis, entao o que significa condicio-
nar em eventos de probabilidade zero? Por exemplo, considere o espaco de probabilidade
([0,1], B, 1) onde B é a o-algebra de Borel restrita a eventos contidos em [0,1] e p é uma
medida de probabilidade na qual todo intervalo em [0, 1] possui probabilidade igual ao seu
comprimento. Seja B = {1/4,3/4} e A = {1/4}. Como P(B) = 0, P(A|B) nao é definida.
Porém parece razoavel assumir que neste caso P(A|B) = 1/2 ja que p intuitivamente implica
que todos os estados sao equiprovaveis, mas a definicao formal de probabilidade condicional
nao nos permite obter esta conclusao.

Alguns dos problemas mencionados no paragrafo anterior podem ser tratados considerando-
se probabilidades condicionais (e nao probabilidade incondicionais) como a nog¢ao fundamen-
tal, porém a discussao destes modelos esta fora do escopo deste curso.

Exemplo 3.1.6: Se P(C|D) =0,4e P(D|C) = 0,5, que evento é mais provavel C' ou D?
Solucao:

Exemplo 3.1.7: Se P(E) = 0,4 e P(F) = 0,7, o que pode-se concluir sobre P(E|F)?
Solucgao: Por defini¢ao, temos que:

P(ENF)

P(EIF) = =5

Porém, sabemos que max(P(E) + P(F) — 1,0) < P(EN F) < min(P(F), P(F)). Logo,
0,1 < P(ENF)<0,4, portanto

I

1
0.1 ppir) < 2
0 0

\]
\]
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Exemplo 3.1.8: (Paradoxo de Monty Hall) Monty Hall foi um popular apresentador de
programa de jogos em TV cujo jogo comegava mostrando ao participante 3 portas fechadas
dy,ds, ds3, e atrds de apenas uma delas havia um prémio valioso. O participante selecionava,
uma porta, por exemplo, d;, mas antes que a porta fosse aberta, Monty Hall, que sabia em
que porta estava o prémio, por exemplo, do, abria a porta restante ds, que nao continha
o prémio. O participante tinha entao permissao para ficar com sua porta original, d;, ou
escolher a outra porta fechada. A pergunta é se é melhor ficar com a porta original ou trocar
de porta. Vamos agora utilizar a formula de Bayes para analisar este problema. Seja G uma
porta escolhida aleatoriamente para conter o prémio; Y a porta que o participante escolhe
primeiro; e M a porta que Monty Hall abre. O participante nao tem nenhum conhecimento
a priori sobre a localizacao do prémio, ou seja ele considera todas as portas equiprovaveis, e
isto pode ser modelado por:

1
todas as portas tem a mesma probabilidade de conter o prémio nao importa qual porta o
participante escolhe. Se o participante escolher uma porta que nao contém o prémio, Monty
Hall necessariamente tera de abrir a porta que nao contém o prémio, isto pode ser modelado
por:

P(M =d,|Y =d,;,,G =d;,) =1,

onde i1, 19,13 € {1,2,3} e sdo distintos. Se o participante escolher corretamente, por exemplo,
Y = G = d,,, entao assumimos que Monty Hall escolhe aleatoriamente entre as outras duas
outras portas:

1
P(M = d11|y =G = de) = 5, para di1 7& di2.1
Para determinar se o participante deve trocar de porta, devemos calcular

P(G=d,Y =do, M = ds)
P(Y = do, M = d)
P(M = d3|G = d1,Y = do)P(G = dy|Y = do)P(Y = db)

P(M = d3|Y = dy) P(Y = dy)

_ P(M = ds|G =dy,Y = d)P(G = dy|Y = db)

B P(M = ds|Y = dy)

P(G:dﬂY:dQ,M:dg):

1/3
P(M = ds|Y = dy)

Para determinar o valor de P(M = d3|Y = d») utilizamos o Teorema da Probabilidade Total

LA solucdo depende como resolvemos este caso.
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e a definicao de probabilidade condicional:

P(Y = dy, M = d)

P(M = ds|]Y = dy) =

P(Y = dy)

 PY =dy,M =d3,G=di)+ P(Y =do, M =d3,G =dp) + P(Y =dp, M = d5,G = ds)
B P(Y = d»)
_ P(M =d3]Y =dy,G =dy)P(G =dy|Y = dy)P(Y = dy)
- P(Y = dy)
+P(M = d3|Y = dy, G = dy) P(G = dy|Y = do) P(Y = dy)

P(Y =dy)
+P(M =d3|Y = dy, G = d3) P(G = d3|Y = dy) P(Y = dy)

P(Y = dy)

= P(M =d3|Y =dy,G = d1)P(G = d1|Y = d>)
+P(M =d3|Y =ds, G = dy) P(G = do|Y = ds)
—|—P<M - dg‘Y - dz,G == dg)P(G - d3|Y == dg)
1 1 1 1
—1.-4-.= ———
3t3 31073
Logo, P(G = d1|Y = do, M = d3) = %, e o participante deve trocar de porta de sua escolha
original ds para d;!

Exemplo 3.1.9: Seja D o evento que um individuo selecionado ao acaso de uma popu-
lacao tem uma doenca particular, D¢ seu complemento. A probabilidade que um individuo
selecionado ao acaso nesta populagao tenha determinada denca é py. Existe um teste para
diagnostico desta doenca que sempre acusa presenca da doenca quando o individuo tem a
doenca. Contudo, quando o individuo nao tem a doenca, o teste reporta falsamente que
o individuo tem a doenca com probabilidade p;. Seja TP o evento que o teste reporta
positivamente que o individuo tem a doenca. Formalmente, temos:

P(D) = p4, P(TP|D) =1, P(TP|D°) = p;.

Um individuo deve estar interessado em saber a probabilidade P(D|TP) que ele tenha a
doenca dado que o teste deu positivo. Se, por exemplo, a doenca for rara e p; = 0,001, e o
teste reportar falsamente com probabilidade pequena p; = 0,05, veremos que apesar desta
pequena probabilidade do teste da um resultado errado, a probabilidade do individuo ter a
doenca é pequena. Pela formula de Bayes

P(TP|D)P(D) _ Pa
(TP|D)P(D) + P(TP|D¢)P(D¢)  pg+ pi(1 — pa)

P(DITP) = — =0,02.

Exemplo 3.1.10: Sabemos que os eventos { By, By, B3} sao disjuntos par a par e que sua
unido é igual ao espago amostral. Estes eventos tem as seguintes probabilidades P(B;) = 0,2
e P(By) = 0,3. Existe um outro evento A que sabemos que P(A|B;) = 0,3; P(A|By) = 0,4;
e P(A|Bs) =0, 1. Calcule:
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(a) P(A)

(b) P(B:|A)

Exemplo 3.1.11: Suponha que todos os bytes tenham a mesma probabilidade. Seja W o
nimero de 1’s em um byte. Considere os seguintes eventos:

A = {O primeiro e o segundo bit sao iguais a 1, e}

B = {W é um namero impar.}

Calcule
(a) P(A)
(b) P(B)
(c) P(B|A)
(d) P(A[B)
Solucao: m
2 1
HM:WW:?:ﬁ
Bl _Q+E+E+E 1
PO =y = > B
PBIA) = T
onde P(ANB) = HAgBH = (‘f)+(2§8)+(§) = +. Portanto,
mmm=§=§
mmell%Eﬁzgzi

Exemplo 3.1.12: Se jogarmos dois dados um apods o outro e observamos o evento que
a soma dos dois dados é igual a 9, entao qual a probabilidade do primeiro dado ter dado
resultado 47
Solucao:
P(AN B)

PUAIB) = =55 =

SERE{E
o |

Exemplo 3.1.13: Em um teste de multipla escolha, a probabilidade do aluno saber a
resposta da questao é p. Havendo m escolhas, se ele sabe a resposta ele responde corretamente
com probabilidade 1; se nao sabe ele responde corretamente com probabilidade %
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(a) Qual a probabilidade que a pergunta foi respondida corretamente?

(b) Qual a probabilidade que o aluno sabia a resposta dado que a pergunta foi respondida
corretamente?

Solugao: Para a parte (a), usamos o Teorema da Probabilidade Total:
1
P(A) = P(A|B)P(B)+ P(A|B°)P(B°) =1-p+ E(l — D).

Para a parte (b), usamos a formula de Bayes

P(A[B)P(B) _ 1-p
(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)  1-p+ (1-p)

P(BIA) =

3.2 Independéncia

O que exatamente significa que dois eventos sao independentes? Intuitivamente, isto signi-
fica que eles nao tém nada haver um com o outro, eles sao totalmente nao relacionados; a
ocorréncia de um nao tem nenhuma influéncia sobre o outro. Por exemplo, suponha que duas
diferentes moedas sao lancadas. A maioria das pessoas viria os resultados desses lan¢camentos
como independentes. Portanto, a intuicao por tras da frase “o evento A é independente do
evento B” é que nosso conhecimento sobre a tendéncia para A ocorrer dado que sabemos que
B ocorreu nao é alterada quando ficamos sabendo que B ocorreu. Entao, usando probabi-
lidades condicionais podemos formalizar esta intuicao da seguinte forma, A é independente
de B se P(A|B) = P(A). Mas usando a defini¢ao de probabilidade condicional, chega-se a
seguinte conclusao A é independente de B se P(AN B) = P(A)P(B). Como esta ultima
expressao ¢ definida inclusive para o caso de P(B) = 0, ela é a expressao adotada como a
definicao de independéncia entre eventos.

Definigao 3.2.1: O evento A é independente do evento B se P(AN B) = P(A)P(B).

Note que esta definicao de independéncia implica que independéncia é um conceito si-
métrico em teoria da probabilidade, isto é, A é independente de B se e somente se B é
independente de A. Note que esta definicao também implica que eventos A e B sao inde-
pendentes se P(A) =0 ou P(B) =0, o que pode gerar algumas conclusoes nao intuitivas se
de fato P(A) = 0 ou P(B) = 0. Por exemplo, se P(A) = 0, entdao A ¢ independente dele
mesmo, porém A certamente nao é nao relacionado consigo mesmo. Similarmente, é facil
provar que se P(A) =1, A é independente dele mesmo. O seguinte teorema prova que estes
sao os fnicos casos em que um evento é independente dele mesmo.

Teorema 3.2.2: A € independente dele mesmo se e somente se P(A) =0 ou P(A) = 1.

Prova:
P(ANA)=P(A)=P(A)P(A) < P(A)=0o0u P(A) = 1.
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Intuitivamente, se A é independente de B o fato que B nao ocorreu, ou seja que B¢
ocorreu, nao deve alterar a probabilidade de A. Portanto, é de se esperar que se A e B sao
independentes, entao A e B também sao. O seguinte teorema prova que esta intuicao é
verdadeira.

Teorema 3.2.3: Se A e B sao eventos independentes, A e B¢ (resp., A° e B, A° e B¢)
também o sao.

Prova: Note que
A=ANQ=AN(BUB’) =(ANB)U (AN B°).

Entao, como AN B e AN B¢ sao mutuamente exclusivos, axioma K3 implica que

P(A) = P(AN B) + P(AN B°).

Como A e B sao independentes, nos temos

P(A) = P(A)P(B) + P(An B°).

Rearrajando os termos e utilizando o fato que P(B¢) = 1 — P(B), temos P(AN B°) =
P(A)P(B°), como queriamos demonstrar. 1

O conceito de independéncia também se aplica a uma colecao arbitraria de eventos
{A;}iez, onde Z é um conjunto de indices. Neste caso, tém-se duas defini¢oes.

Defini¢ao 3.2.4: Uma colegao de eventos {A;};cr é independente par a par se para todo
i1 # 7€, A e A; sao eventos independentes.

Definicao 3.2.5: Uma seqiiéncia finita de eventos A, Ay, ..., A,, n > 1, & mutuamente
independente se para todo I C {1,...,n},

P(MicrAi) = [ [ P(A)
iel
E uma colegio de eventos {A;};,c7 € mutuamente independente se para todo J C Z finito,
{A;}ics € mutuamente independente.
Considere os seguintes exemplos que ilustram o conceito de independéncia.
Exemplo 3.2.6: Se Q = {1,2,3,4} e P({w}) = 1/4, entao A = {1,2}, B = {1,3}, e
C' = {2,3} sao eventos independentes par a par. Pode-se verificar isto pelo fato que
=55
Similarmente, pode-se provar o mesmo resultado para os outros pares. Contudo, a probabi-
lidade

P(ANB) = P({1}) = % P(A)P(B).

1
P(ANBNC)=P()=0+# P(A)P(B)P(C) = 3
Entao, A, B, e C' nao sao mutuamente independentes.
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Exemplo 3.2.7: Se Q=1{1,2,3,4,5,6}, A ={1,2,4}, e B = {2,3,5}, entdo construa uma
medida de probabilidade em €2 tal que A e B sejam independentes.

Solugao: Seja p; a probabilidade do elemento i € ). Entao, para que A e B sejam
indeendentes devemos ter:

P(ANB) =py = P(A)P(B) = (p1 + p2 + pa)(p2 + p3 + ps).

Por exemplo, podemos escolher p; = py = p3 = pg = }L e py = p; = 0. Deste modo temos,
P(ANB) = }L e P(A) = P(B) = 1.

2

Exemplo 3.2.8: O evento F' de um determinado sistema falhar ocorre se os eventos A;

ou As ocorrerem, mas o evento Az nao ocorrer. Se A, Ay, A3 sdo mutumente independetes
e P(A)) =0,4, P(A2) = 0,35, e P(A3) =0, 1, entao calcule P(F).
Solugao: O evento F' é igual ao evento (A; U Az) N AS. Logo sua probabilidade é igual

P(F) = P((A1 U Az) N A3) = P(A; U Ay) P(A3)
— (P(A)) + P(As) — P(A)P(A3))(1 — P(A3)) = (0,4 +0,35 — 0,4-0,35)(0,9) = 0,549,

Exemplo 3.2.9: Assuma que Aj,..., A, sdo eventos mutuamente independentes e que
P(A;) = p;. Nos calculamos as probabilidades dos seguintes eventos:

e O evento A é o evento que todos estes eventos ocorrem, entao

n n

P(A) = P(Ni 4) = [ [ P(A4) = [ »

i=1 =1

e O evento B é o evento que nenhum desses eventos ocorre, entao

n n

P(B) = P(Ni, A7) = [ [ P(45) = [[(1 - »)

i=1 =1

e O evento C' é o evento que pelo menos um desses eventos ocorre, entao C' = B€

P(C)=P(B)=1-P(B)=1-]](1-p)

=1

Exemplo 3.2.10: Joao e José disputam um jogo com uma moeda equilibrada. Cada
jogador lanca a moeda duas vezes e vence o jogo aquele que primeiro obtiver dois resultados
iguais. Joao comeca jogando e se nao vencer passa a moeda para José e continuam alternando
jogadas. Qual a probabilidade de Joao vencer o Jogo?

Solucgao: Seja A; o evento dois resultados iguais sao obtidos na k-ésima tentativa. Note
que P(Ag) = % Seja By o evento Joao ganha na sua k-ésima jogada. Entao,

By = Ay, By = AN ASN Ay; By = AS N AN AS N AS N As,
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em geral,

Br=ASNASN - N AS 5N Ay 1.

Portanto,

1
P(By) = P(A{NAZ O MAG, 5 N Agr) = P(A])P(AY) -+ P(AG_5) P(Azi) = (5)*7,
2

onde a pentultima igualdade se deve ao fato dos lancamentos serem independentes. Logo,

o0

- 1 2
P(Joao vencer) = P(Uy2, By) = ZP Z 2)2"/’_1 =3
k=1 k=1
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Capitulo 4

Variaveis Aleatorias

4.1 Introducao

Suponha que uma moeda ¢é lancada cinco vezes. Qual é o niimero de caras? Esta quantidade
é o que tradicionalmente tem sido chamada de waridvel aleatoria. Intuitivamente, é uma
variavel porque seus valores variam, dependendo da seqiiéncia de lancamentos da moeda
realizada; o adjetivo “aleatoria” é usado para enfatizar que o seu valor é de certo modo
incerto. Formalmente, contudo, uma variavel aleatéria nao é nem “aleatéria” nem é uma
variavel.

Definigao 4.1.1: Seja (Q2,.A, P) um espago de probabilidade. Uma fungao X : Q@ — R é
chamada de varidvel aleatoria se para todo evento Boreliano B, X !(B) € A.

Por definicao, temos que X }(B) = {w € 2 : X(w) € B} é o conjunto de elementos
do espago amostral cuja imagem segundo X estd em B. Nos recordamos que um evento
Boreliano é qualquer evento pertencente a o-dlgebra de Borel, onde a o-algebra de Borel ¢ a
menor o-algebra contendo todos os intervalos.

Dada uma variavel aleatoria X, pode-se definir uma probabilidade induzida Px no espago
mensuravel (R, B) da seguinte maneira: para todo A € B, definimos Px(A) = P(X!(A)).
Por definicao de variavel aleatoria, tem-se que X '(A) € A, entdo Px estd bem definida.
Resta provar que Py satisfaz os axiomas K1, K2, e K4 de probabilidade:

K1. Px(A) = P(X'(A)) > 0.
K2. Px(R) = P(X"Y(R)) = P(Q) = 1.

K4. Suponha que Aj, As, ... sao eventos Borelianos disjuntos. Entao,

Px(U;4;) = P(X7Y U 4;)) = P(U; X7HA4;)) = Z P(X7YA)) = Z Px(A)).

Vale a pena salientar que em muitos problemas, ja teremos a informacao sobre a distri-
buigao induzida Px definida em (R,B). Nestes casos, estaremos “esquecendo”’ a natureza
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funcional de X e nos preocupando apenas com os valores assumidos por X. Estes ca-
sos podem ser pensados como se o experimento aleatorio fosse descrito por (R,B, Px) e
X(w) = w,Yw € R, ou seja, os resultados dos experimento aleatorio ji sdo numéricos e
descrevem a caracteristica de interesse que queremos analisar.

E importante enfatizar que é usual se referir a variaveis aleatorias por letras maitusculas
XY, Z, ... e aos valores que tais variaveis podem assumir por letras minisculas z,v, z, . . ..

4.2 Funcao de Distribuicao Acumulada

Para uma variavel aleatoria X, uma maneira simples e basica de descrever a probabilidade
induzida Py é utilizando sua func¢ao de distribuicao acumulada.

Definicao 4.2.1: A funcao de distribuicao acumulada de uma variavel aleatoria X, repre-
sentada por F'x, é definida por

Fx(ﬁ) = PX<(—OO,ZE]),VZL' € R.
A funcao de distribuicao acumulada Fx satisfaz as seguintes propriedades:

F1. Se 2 <y, entao Fx(z) < Fx(y).

r <y = (=00,2] C (=00,y] = Px((—00,2]) < Px((—00,9]) = Fx(z) < Fx(y).

F2. Se x,, | x, entao Fx(z,) | Fx(z).

Se z, | x, entdo os eventos (—oo,x,] sdo decrescentes e N,(—o00,z,] = (—o0,x].
Logo, pela continuidade da medida de probabilidade, tem-se que Px((—o00,z,]) |
P((—00,z]), ou seja, Fx(x,) | Fx(x).

F3. Se z, | —oo, entao Fx(x,) | 0, e se z, T 0o, entao Fy(x,) T 1.

Se x, | —oo, entdo os eventos (—o0,x,] sdo decrescentes e N,(—oo,z,] = . Logo,
pela continuidade da medida de probabilidade, tem-se que Px((—o0,x,]) | P(0), ou
seja, Fx(z,) | 0. Similarmente, se x,, T 0o, entao os eventos (—oo, ] sdo crescentes
e Uy (—00,z,] = IR. Logo, pela continuidade da medida de probabilidade, tem-se que
Px((—00,x,]) T P(Q), ou seja, Fx(z,) T 1.

Teorema 4.2.2: Uma funcao real G satisfaz F1-F3 se e somente se G é uma distribui¢ao
de probabilidade acumulada.

Prova: A prova de que se GG for uma distribuicao de probabilidade acumulada, entao G
satisfaz F1-F3 foi dada acima. A prova de que toda funcao real que satisfaz F1-F3 é uma
funcao de probabilidade acumulada é complexa envolvendo o Teorema da Extensao de Ca-
rathéodory, e esta fora do escopo deste curso. 1
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Condicao F2 significa que toda funcgao distribuicao de probabilidade acumulada Fx é
continua & direita. Ainda mais, como Fy é nao-decrescente e possui valores entre 0 e 1,
pode-se provar que ela tem um nimero enumeravel de descontinuidades do tipo salto. Pela
continuidade a direita , o salto no ponto z ¢ igual a

F{e) = Fe(e™) = Fy(a) = Jim Pl =)
= Px((—o0,z]) — nllig Px((—o0,x — %D
=l Px((e = e

Como a seqiiéncia de eventos (v — 1, z] & decrescente e N, (z — +, 2] = {z}. Temos que
n n

{z} é Boreliano e
Px<SL’) = FX(QT) — FX(QZ7>-

Ou seja, a probabilidade da variavel aleatoria X assumir o valor x é igual ao salto da
funcao de distribuicao acumulada Fx no ponto x.

Exemplo 4.2.3: Determine quais das seguintes fungoes sao funcoes de distribuicao acu-
muladas, especificando a propriedade que nao for satisfeita caso a fungao nao seja uma
distribuicao acumulada.

~
o
S
3
~
o~
<
—~~
8
S~—
—
|
~
“O
.
3
&,’
~
)
—
8
==
—~
—_
)
8
S~—
\
[\

Exemplo 4.2.4: Seja K o nimero de fons emitidos por uma fonte em um tempo 7. Se
Fk(1) — Fx(1/2) = 0,1, qual o valor de P(K =1)?

Exemplo 4.2.5: Uma seqiiéncia de 10 bytes independentes foi recebida. E sabido que
a probabilidade é igual a 0,3 que o primeiro simbolo de um byte seja igual a 0. Seja K o
numero de bytes recebidos tendo 0 como primeiro simbolo.

(a) Calcule P(K = 2)
(b) Calcule Fg (1)
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4.3 Tipos de Variavel Aleatoria

Definicao 4.3.1: Existem trés tipos de variaveis aleatorias:

e Discreta. Uma variavel aleatéria X é discreta se assume um nimero enumeravel de
valores, ou seja, se existe um conjunto enumeravel {z1,zs,...} C R tal que X(w) €
{z1,29,...},Yw € Q. A funcao p(z;) definida por p(z;) = Px({x;}),i = 1,2,... e
p(z) = 0 para x ¢ {x1,x9,...}, € chamada de fung¢ao probabilidade de X.

e Continua. Uma variavel aleatoria X é continua se existe uma fungao fx(z) > 0 tal
que

Fx(z) = /x fx(t)dt,Vx € R.

Neste caso, a funcao fx é chamada de funcao densidade de probabilidade de X.

e Singular. Uma variavel aleatoria X é singular se Fx é uma funcao continua cujos
pontos de crescimento formam um conjunto de comprimento (medida de Lebesgue)
nulo.

Pode-se provar que toda funcao de distribuicao de probabilidade acumulada F'x pode ser
decomposta na soma de no maximo trés funcoes de distribuicao de probabilidade acumuladas,
sendo uma discreta, uma continua e outra singular.

Na grande maioria dos problemas préaticos, nao se encontram variaveis aleatorias singu-
lares. Portanto, iremos nos restringir ao estudo de variaveis aleatorias discretas e continuas.
Na proxima secao analisaremos as variaveis aleatorias discretas.

4.4 Variavel Aleatoria Discreta

Vamos considerar agora o caso das variaveis aleatorias discretas. Nos vimos na secao anterior
que se uma variavel aleatoria é discreta, entao noés podemos definir uma funcao de proba-
bilidade p de modo que p(x;) = Px({z;}),i = 1,2,..., onde X C {x1,x9,...} e p(x) =0
para © ¢ {x1,zs,...}. Note que toda fun¢ao de probabilidade é uma fun¢ao dos reais R e
assume valores entre 0 e 1, sendo positiva para um nimero enumeravel de pontos e satisfaz
a seguinte propriedade ) . p(z;) = 1.

Por outro lado, dada uma func¢ao p : R — [0, 1], onde p é positiva para um nimero
enumeravel de pontos {x1, za, ...} e satisfaz ), p(z;) = 1, uma func¢ao P definida nos eventos
Borelianos de modo que P(A) = »  _,p(z;),VA € B é uma medida de probabilidade
em (R,B) (é facil verificar que P satisfaz os axiomas de Kolmogorov e portanto é uma
medida de probabilidade). Logo, a distribuigao de uma variavel aleatoria discreta X pode
ser determinada tanto pela funcao de distribuicao acumulada Fx ou pela sua funcao de
probabilidade p.

Exemplo 4.4.1: Assuma que X é uma variavel aleatoria discreta que assume os valores 2,
5, e 7 com probabilidades 1/2, 1/3, e 1/6, entao sua fun¢ao de distribuigdo acumulada é:
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0 se r < 2,
1/2 se2 <z <5,
5/6 seb<x <7,
1 sex > 7.

Fx(z) =

A funcao de distribuicao de uma variével discreta é sempre uma funcao degrau que tem
saltos nos pontos que a variavel assume com probabilidade positiva, e o valor do salto em
um ponto z;, como vimos é igual a probabilidade da variavel assumir este valor.

4.5 Variavel Aleatoria Continua

Vamos considerar agora o caso das variaveis aleatorias continuas. Nos vimos na se¢ao anterior
que se uma variavel aleatoria é (absolutamente) continua, entao existe uma funcao fx(z) >0
tal que Fx(z) = [7_ fx(t)dt. Deste modo, Fy é continua e fx(z) = Fi(x), exceto num
conjunto de medida de Lebesgue nula. Uma fungao f(x) > 0 é densidade de alguma variavel
aleatoria se e somente se, ffooo f(x)dx = 1, jA que neste caso é facil provar que a fungio
F' definida por ffoo f(t)dt satisfaz as condigoes F1, F2, e F3. Portanto, pelo Teorema 77
F' é uma funcao de distribuicao acumulada. Logo, a distribuicao de uma variavel aleatoéria
continua X pode ser determinada tanto pela funcao de distribuicao acumulada F'x ou pela
sua funcao de densidade fx.

Formalmente, uma variavel aleatoria X tem densidade se F'x é a integral de sua derivada;
sendo neste caso a derivada de F'x uma funcao densidade para X. Além disso, em quase
todos os casos encontrados na pratica, uma variavel aleatoria X tem densidade se Fx é (i)
continua e (ii) derivavel por partes, ou seja, se Fx é derivavel no interior de um ntimero
finito ou enumeravel de intervalos fechados cuja uniao é a reta R.

Por exemplo, considere

0 sex <0,
Fx(z) =< z se0<z<1,
1 sex>1.

Entao X tem densidade pois F'x é continua e derivavel em todos os pontos da reta exceto
em {0, 1}.

4.6 Alguns Exemplos de Distribuicoes de Probabilidade

Vamos agora explorar alguns exemplos importantes de varidveis aleatorias.

4.6.1 Aleatoria ou Uniforme Discreta.

Dizemos que X tem uma distribuicao aleatoria com parametro n, onde n é um ntimero inteiro
positivo, se X (w) € {z1,x2,...,2,} € p(z;) = }1, parai € {1,...,n}.
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A funcao de probabilidade aleatoria pode ser utilizada sempre que os possiveis valores da
variavel aleatoria forem eqiiiprovéaveis, como é o caso de modelar mecanismos de jogos (por
exemplo, dados e moedas balanceados, cartas bem embaralhadas). Utilizando a propriedade
de aditividade da probabilidade, é facil ver que para qualquer evento A C {xy,2a,...,2,},
temos que P(X € A) = 2l

I
.

4.6.2 Bernoulli.

Dizemos que X tem uma distribuicao Bernoulli com parametro p, onde 0 < p < 1, se
X(w) € {xo,z1} e p(x1) =p=1— p(xo).

A funcao de probabilidade Bernoulli pode ser utilizada para modelar a probabilidade de
sucesso em uma unica realizacao de um experimento. Em geral, qualquer variavel aleatoria
dicotdmica, ou seja que assume somente dois valores, pode ser modelada por uma distribuicao
Bernoulli. Denomina-se de ensaio de Bernoulli, qualquer experimento que tem uma resposta
dicotomica. Um exemplo classico de um ensaio Bernoulli é o lancamento de uma moeda nao
necessariamente balanceada.

4.6.3 Binomial.

Dizemos que X tem uma distribuicao Binomial com parametros n e p, onde n é um nimero

inteiro e 0 < p < 1, se X(w) € {0,1,...,n} e p(k) = (})p"(1 —p)'~*, para k € {0,1,...,n}.

Note que utilizando o Teorema Binomial, temos que

n

> plk) =) (:)pk(l —p)"F=p+1-p)"=1.

k=0

Logo, esta é uma legitima fungao probabilidade de massa.

Uma distribuicao binomial pode ser obtida quando se considera n repeticoes indepen-
dentes de ensaios Bernoulli, e estamos interessados no total de vezes que nesses ensaios
obtivemos valor x; para a variavel. A funcao de probabilidade binomial pode ser utilizada
para modelar a quantidade de erros em um texto de n simbolos quando os erros entre sim-
bolos sao assumidos independentes e a probabilidade de erro em um simbolo do texto é igual
a p. Também pode ser utilizada para modelar o niimero de caras em n lancamentos de uma
moeda que possui probabilidade p de cair cara em cada langamento. Se p = 1/2, temos
um modelo para o ntmero de 1’s em uma seqiiéncia binaria de comprimento n escolhida
aleatoriamente ou o nimero de caras em n lancamentos de uma moeda justa. A Figura 4.6.3
nos mostra a fungao probabilidade de massa da Binomial(8;0,2).

Podemos examinar a funcao probabilidade de massa binomial analiticamente para en-
contrarmos seu valor mais provavel. Note que a razao entre as probabilidades de dois valores
consecutivos da binomial

p(k) (k)!(?z!_k)!pk(l —p)" " n—k+1 p

plk =1 gyt A=)tk 1
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Distribuigdo B inomial(8;0,2)

é estritamente decrescente em k. Portanto, se

1
ph) _
p

0 1-p
entao as probabilidades sao sempre decrescentes em k, e o valor mais provavel é 0. No outro

extremo, se
pin) _ p
= > 1,
pin—1)  n(l—p)
entao as probabilidades sao estritamente crescentes em k, e o valor mais provavel é n. Se
L'« 2 < pn, entdo a funcdo comeca crescendo em k, enquanto ”‘T]“H% > 1, e depois

n 1-p
decresce em k. Portanto, se p&(ﬁ)l) = ”_llz“ﬁ = 1 para algum valor de k, temos que k e

k — 1 sao os valores mais provaveis. Caso contrario, o valor mais provavel serd o maior valor
de k para o qual p&(ﬂ) = "’ZH ﬁ > 1, isto é, o valor mais provavel serd o maior valor de k
tal que k < (n+ 1)p. No exemplo da Figura 4.6.3, observe que o valor mais provavel é para
k=1, pois (n+1)p = 1,8.

Exemplo 4.6.1: Uma moeda com probabilidade 0,4 de cair cara é jogada 5 vezes, qual a
probabilidade de se obter exatamente 2 coroas?

Solucao: Seja X o nimero de caras obtidos. Como jogamos a moeda 5 vezes, o evento
obter exatamente 2 coroas é igual ao evento obter exatamente 3 caras. Portanto, P(X =

3) = (3)(0,4)*(0,6)".

Exemplo 4.6.2: A taxa de sucesso de um bit em uma transmissao digital ¢ 90%. Se 20 bits
forem transmitidos, qual a probabilidade de que exatamente 15 deles tenha sido transmitidos
com sucesso? Qual a probabilidade de que no méaximo 18 deles tenham sido transmitidos
com sucesso?

Exemplo 4.6.3: Suponha que para uma dada moeda viciada a probabilidade de que
ocorram 3 caras seja igual a probabilidade que ocorram 4 caras se esta moeda for jogada
8 vezes de forma independente. Determine a probabilidade de ocorrerem 3 caras em 8
lancamentos independentes desta moeda.
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4.6.4 Uniforme.

Dizemos que X tem uma distribuicao uniforme com parametros a e b, onde a e b sao nimeros
reais e a < b, se a fungao densidade de X é igual a
1

fx(z) = . aU(a: —a)U(b—z).

Este modelo é freqiientemente usado impropriamente para representar “completa ignoran-
cia” sobre valores de um parametro aleatorio sobre o qual apenas sabe-se estar no intervalo
finito [a,b]. Esta distribuicao também é freqiientemente utilizada para, modelar a fase de
osciladores e fase de sinais recebidos em comunicagoes incoerentes. Ela também serve para
modelar a escolha de um nimero aleatorio entre a e b.

Neste caso, a funcao de distribuicao acumulada é dada por:

v 0 se r < a,
FX(x)—/ dt =4 72 sea<z<b,
a b—a 1a se x > b.

Exemplo 4.6.4: Sabe-se que é igualmente provavel que um dado cliente possa requisitar
um servi¢o no tempo disponivel de servigo [to, t1]. Se o tempo necessério para executar este
servico é igual a 7 < t; — tp, qual a probabilidade que o servico seré executado antes do
término do intervalo de tempo disponivel de servico?

Solugao: Para que o servigo seja executado em tempo hébil, é necessario que o cliente

o requisite antes do tempo t; — 7. Logo, P(X <t; — 1) = tlito t';rT dt = %

4.7 Variaveis Aleatorias Mistas

Até agora nos restringimos ao estudo de variaveis discretas ou continuas. No entanto, existem
situacoes praticas, onde a variavel aleatoria pode tanto assumir valores discretos x1,xs, . ..
com probabilidade positiva, como também assumir todos os valores em um determinado
intervalo. Tais variaveis sao conhecidas como varidveis aleatérias do tipo misto. A funcao
de distribuicao de uma varidvel deste tipo é igual a soma de uma func¢ao de distribuicao de
uma variavel discreta e de uma funcao de distribuicao de uma variavel continua. Isto é neste
caso temos:

Pe(@) = [ f@)dz+ 3 o)
- z;<x
onde p(z;) >0, >, p(x;) =p <1, f(x) >0, e [T f(x)de=1—p.

Um exemplo pratico de uma situacao onde deve-se usar uma variavel aleatéria do tipo
misto é o caso do tempo de funcionamento de um determinado equipamento. Podem surgir
situacoes em que existe uma probabilidade positiva que o equipamento nunca funcione, isto
é, P(X =0) =p0) >0e P(X >0) =1-—p(0) e teriamos uma fungdo densidade de
probabilidade para descrever a distribuicao para valores estritamente positivos de X. Por
exemplo, se f(x) =0 quando z < 0e f(z) = (1 — p(0))e™*, teriamos
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0 se x < 0,
Fx(x) = { p(0) + (1 — p(0)) fox e~tdt se x> 0.

Note que esta funcao de distribui¢ao nao ¢ nem continua nem é uma fun¢ao degrau.

4.8 Variaveis Aleatorias Multidimensionais

Muitas vezes estamos interessados na descricao probabilistica de mais de um caracteristico
numeérico de um experimento aleatorio. Por exemplo, podemos estar interessados na distri-
buicao de alturas e pesos de individuos de uma certa classe. Para tanto precisamos estender
a definicao de variavel aleatoria para o caso multidimensional.

Definigao 4.8.1: Seja (€2, A, P) um espago de probabilidade. Uma fungao X: Q- Ré
chamada de um vetor aleatério se para todo evento B Boreliano de IR", X '(B) € A.

Onde um evento é Boreliano em IR" se pertence a menor o-algebra que contem todas regioes
da seguinte forma: Cz = {(X1, Xo,..., Xp) : X; < a;,1 <i<n}.

Dado um vetor aleatério X , pode-se definir uma probabilidade induzida Pg no es-
pago mensuravel ([R",B") da seguinte maneira: para todo A € B", definimos Pg(A) =
P(X1(A)). Por definicio de vetor aleatorio, tem-se que X '(4) € A, entdo Pg esta bem
definida.

4.8.1 Funcao de Distribuicao Acumulada Conjunta

Para um vetor aleatério X, uma maneira simples e basica de descrever a probabilidade
induzida Pg ¢ utilizando sua func¢ao de distribuicao acumulada conjunta.

Definicao 4.8.2: A funcao de distribuicao acumulada conjunta de um vetor aleatério )Z',
representada por F'g ou simplesmente por F, é definida por

FX—'(f) = P(Cf) = P(Xl S {L'l,Xz S Lo, ... ,Xn S IL’n),\V/.’fG R".
A funcao de distribuicao acumulada F¢ satisfaz as seguintes propriedades:

F1. Se z; <w;, Vi <n, entdo Fg(7) < Fg(y).

F2. Se para algum ¢ < n z; — —o0, entao Cz decresce monotonicamente para o conjunto
vazio (). Logo, pela continuidade monotoénica de probabilidade, temos que

lim Fg(7) = 0.

T;——00
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F3. Se x; — oo, entdao Cz cresce monotonicamente para o conjunto {X; < zy,...X; 1 <

i1, Xiv1 < mig1, ..., X, < x,}, ouseja arestricao em X; é removida. Entao, podemos
escrever

mh_fgo Fe(Z) = Fx, o Xo 1, Xogr,o X (15 ooy Tim1, Tig1,y - -5 Ty).
Portanto, a funcao de distribuicao acumulada conjunta de Xi,..., X,,_1 pode ser fa-
cilmente determinada da funcao de distribuicao acumulada conjunta de Xi,..., X,
fazendo x,, — oo. Observe que funcoes de distribuicao acumuladas conjuntas de ordem
matores determinam as de ordem menores, mas o contrdrio nao € verdadeiro. Em

particular, temos que
lim F)Z (f) =1.

A funcao de distribuicao acumulada de X; que se obtém a partir da funcao acumulada
conjunta de Xj,..., X, fazendo z; — oo para j # ¢ é conhecida como fungao de
distribuicao marginal de X;.

O proximo exemplo mostra que para n > 2 as propriedades F1, F2, e F3 nao sao sufici-
entes para que F' seja uma funcao de distribuicao.

Exemplo 4.8.3: Seja F, : IR*> — IR uma funcdo definida no plano tal que Fy(z,y) = 1
sex>0,y>0ex+y>1, e Fy(r,y) =0, caso contrario. E claro que F1, F2, e F3 sdo
satisfeitas, mas Fj nao é fungao de distribuigao de nenhum vetor aleatério (X,Y). Se fosse,
teriamos uma contradicao

0<PO<X<1,0<Y <1

= Fo(1,1) — Fp(1,0) — Fyp(0,1) + Fp(0,0) =1—-1—-14+0=—1

Os tipos discretos e continuos de variaveis aleatérias tém os seguintes analogos no caso

multivariado. (a) Se X for um vetor aleatoério discreto, ou seja assumir um niimero enumera-

vel de valores {71, %5 ..., }, podemos definir uma fung¢ao de probabilidade de massa conjunta,
p tal que

* p(Zi) = 0.
o XL p(@) =1

Neste caso, pode-se definir a func¢ao probabilidade de massa marginal de X; como sendo

pX¢($i) = Z"'ZZ"'ZP($1>---axiflaxz#lw"axn)-
1

Ti—1 Ti+1 In
(b) Seja X = (Xy,...,X,) um vetor aleatério e F sua funcio de distribuido. Se existe
uma funcao f(z1,...,x,) > 0 tal que

Tn 1
F(ZEh...,(L’n):/ / f(tl,...,tn)dtl...dtn,v<l’1,...,$n)EBn,
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entdao f é chamada de densidade conjunta das variaveis aleatorias Xy, ..., X, e neste caso,
dizemos que X é (absolutamente) continuo. Neste caso, define-se a densidade marginal de
X; como sendo

fx,(z;) = / . / flzy, ... xp)dey .. da;_ydxiyy ... doy,.

Exemplo 4.8.4: Duas linhas de producgao fabricam um certo tipo de peca. Suponha que
a capacidade em qualquer dia seja 4 pecas na linha 1 e 3 pecas na linha 2. Admita que o
nimero de pecas realmente produzida em uma dada linha em um dado dia seja uma variavel
aleatoria. Sejam X e Y o numero de pecas produzido pela linha 1 e 2 em um dado dia,
respectivamente. A tabela a seguir d4a a distribui¢do conjunta de (X,Y):

Y
o 1 2 3

0/ 0 0 0,1 02
1702 0 0 01
X 210 01 01 0
370 01 0 0
A0 0 01 0

(a) Determine a probabilidade que mais pecas sejam produzidas pela linha 2.

(b) Determine as fungoes probabilidade de massa marginais de X e Y.

Exemplo 4.8.5: Suponha que um vetor aleatorio bidimensional (X,Y’) tenha densidade
conjunta dada por:

2 Ty
e+ se0<z<lel<y<2
Fxy(z.y) _{ 0 , caso contrario.

(a) Determine a probabilidade que Y — X > 0.
(b) Determine as densidades marginais de X e Y.

Solugao: Para a parte (a), note que

1 2 a:y

P(Y—X>O)://x2+?dydm (4.1)
0 T

1 22 2 L 73 2x

— 22_ {___d:/ 22 _d

| a4 3G - = [ (2t

e

DY 3 37107 94

Para a parte (b), temos que a densidade marginal de X é:

2
2
fx(z) = / 2?4 Dy =27+ 7
0 3 3
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para 0 < z < 1, fx(z) = 0, caso contrario. E a densidade marginal de Y é

Y
+6,

1
[ty 1
fy(y)—/0x+3dx 3

para 0 <y <2 fy(y) =0, caso contrario.

4.8.2 Distribuigao condicional de X dada Y discreta

Seja X uma variavel aleatoria no espago de probabilidade (2, A, P), e seja A um evento
aleatorio tal que P(A) > 0. Usando o conceito de probabilidade condicional, podemos
definir a distribuicao condicional de X dado o evento A por

P([X € B|n A)

P(X € BlA) = ==

para B boreliano. Pode-se verificar facilmente que isto define uma probabilidade nos borelia-
nos verificando-se os axiomas de Kolmogorov. Podemos interpretar a distribuicao condicional
de X dado A como a nova distribuicao que se atribui a X quando sabe-se da ocorréncia do
evento A. A funcao de distribuicao associada a distribuicao condicional é chamada funcao
distribuicao condicional de X dado A:

Fx(z|]A) = P(X < z|A).

Agora suponhamos que os eventos aleatorios Aj, As, ... formem uma particao (finita ou
enumeravel) de 2. Pelo Teorema da Probabilidade Total, temos

P(X € B) ZP P(X € B|A,),VB € B,

Fx(z) = P(X < z) ZP P(X < z|A,)
_ZP W) Fx (x| An), ¥

Em outras palavras, a distribuigdo de X (resp., funcao de distribui¢do) é uma média
ponderada da distribuigao condicional (resp., func¢ao de distribui¢ao condicional) de X dado
A, onde os pesos sao as probabilidades dos membros A, da particao.

Consideremos agora o caso em que a particio do espaco amostral é gerada por uma
variavel aleatoria discreta. Para tanto, seja Y uma variavel aleatéria discreta em (2, A, P),
tomando somente os valores yi,¥s,.... Entado, os eventos A, = [Y = y,] formam uma
particao de §2. Neste caso, a distribuicao

P(X € BlY =vy,) = P(X € B|A,),
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para B boreliano, é chamada de distribuicao condicional de X dado que Y = y,, e valem as
formulas

P(X € B) ZP P(X € B|Y =y,), B boreliano

ZP = yo) Fx (2]Y = y,).

Exemplo 4.8.6: A tabela abaixo da a distribuicao conjunta de X e Y.

Y
0 1 2
00,1 0,1 0,1
X 1][02 0 03
210 01 01

(a) Determinar as distribuigdes marginais de X e Y.
(b) Calcule P(X =0]Y =1) e P(Y = 3|X =2).

(c) Calcule P(X <2)e P(X <1,Y =2).

4.8.3 Distribuicao condicional de X dada Y continua

Quando temos variaveis aleatérias continuas, freqiientemente estamos em uma situacao onde
queremos condicionar em um evento que tem probabilidade zero. Por exemplo, poderemos
estar interessados em saber qual a probabilidade de que a altura de um dado individuo
seja menor ou igual a h sabendo que seu peso ¢ igual a k, ou seja, queremos determinar
P(H < h|P = k). O problema é que a probabilidade do evento condicionante [P = k| é
nula. A defini¢ao formal de como calcular estas probabilidades no caso geral envolve conceitos
complexos de Teoria da Medida. Mas na maioria dos casos praticos, podemos prosseguir com
o seguinte procedimento. Se um evento B tem probabilidade zero, entao aproximamos B
por uma colegao de eventos {Bs,0 > 0}, P(Bs) > 0, B C Bs, e Ng>oBs = B. Deste modo,
pode-se definir P(A|B) por lims_g P(A|Bjs), desde que este limite exista e independa da
colecao de eventos {Bs}.

Por exemplo, suponha que (X,Y) é um vetor aleatorio com densidade conjunta dada
por fxy(x,y). Suponha que estejamos interessados em obter o valor de P(X < z|Y = y).
Entao, utilizando nosso procedimento descrito acima podemos aproximar esta probabilidade
por lims o P(X < x|y —0 <Y <y+4). Mas,

PX<z,y—0<Y <y+))
Ply—d<Y <y+9)

+4

z oy
PX<zy—-0<Y <y+) = / fxy (s, t)dtds.
—oo Jy—4a

PX<zly—d<Y <y+9)= (4.2)
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Para ¢ pequeno o suficiente, assumindo que fxy é continua no ponto (x,y), entao é
aproximadamente constante no intervalo (y — 6,y + 9)

PX<zy—06<Y <y+9) z25/ fxy(s,y)ds.

Similarmente,
Ply—90<Y <y+90)~20fy(y).

Portanto,

Px <aly =) = [ Ly,
e fr(y)
desde que fy(y) > 0.

Define-se a funcao de distribui¢do acumulada condicional de X dado Y, Fxy(z|y), por
P(X < z|Y = y). Deste modo, o resultado acima nos permite afirmar que neste caso a
densidade condicional, fx|y(z|y), de X dado Y é dada por f’}’yy—((yx)’y), desde que fy(y) > 0
e y nao seja ponto de descontinuidade de fy. Nos casos em que y é um zero ou um ponto
de descontinuidade de fy(y), adotaremos a convengao que a densidade condicional é igual a

zero nestes pontos.

Exemplo 4.8.7: Considere novamente o vetor aleatorio bidimensional (X,Y) que tem
densidade conjunta dada por:

2?4+ % se<r<led<y<2
= 3 N - - -
Ixy(z,y) { 0 , caso contrario.

(a) Determine as densidades condicionais g(x|y) e h(y|x).

Solugao: Ja vimos que fx(z) = f02 a? + Pdy = 22* + 2 para 0 <z < 1, fx(x) =0,
caso contrario; e que fy(y) = fol 2? + Hdr = %—i— ¥, para 0 <y < 2, fy(y) = 0, caso
contrario. Portanto, aplicando nosso resultado anterior, temos para 0 <y < 2:

=

2
fxy(z,y s se 0 <x <1,
glaly) = L) _ ) .
fr(y) 0 , caso contrario.

Similarmente, para 0 < x < 1:

ol

z24+2Y
_fxy@y) ) e se0<y<2,
0 , caso contrario.

4.8.4 Independéncia entre Variaveis Aleatoérias.

Sejam X1, Xy, ..., X, variaveis aleatorias definidas no mesmo espago de probabilidade (€2, A, P).
Informalmente, as varidveis aleatorias X;’s sao independentes se, e somente se, quaisquer
eventos determinados por qualquer grupo de variaveis aleatorias distintas sao independen-
tes. Por exemplo, [X; < 5], [X2 > 9], e 0 < X5 < 3 sao independentes. Formalmente,
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Defini¢ao 4.8.8: Dizemos que um conjunto de variaveis aleatorias { X7, ..., X,,} é mutu-
amente independente se, e somente se, para quaisquer eventos borelianos Ay, ..., A,,

P(X, € Ay,.... X, € A,) =] P(Xi € A).

=1

O proximo teorema estabelece trés critérios para provar que um conjunto de variaveis
aleatorias € mutuamente independente.

Teorema 4.8.9: As sequintes condi¢oes sao mecessdrias e suficientes para testar se um
conjunto {X1,..., X, } de varidveis aleatdrias é mutuamente independente:

(a) Fg(@) = [Tz Fx. ().

(b) Se X for um vetor aleatério discreto,
px(T) = ﬁpxi (:).
i=1
(c) Se X for um vetor aleatorio continuo,
@ = T Yo ) € R
i=1

Prova: Omitida, pois esta fora do escopo deste curso. 1

E facil observar que utilizando, a definicio de probabilidade condicional que se X e Y
sao independentes, entao para todo A e B boreliano tal que P(Y € B) > 0:

P(X € AlY € B) = P(X € A),

ou seja, se X e Y sao independentes o conhecimento do valor de Y nao altera a descricao
probabilistica de X.

Exemplo 4.8.10: Verifique se as variaveis aleatorias X e Y do Exemplo 4.8.6 sao inde-
pendentes.

4.9 Funcoes de Variaveis Aleatorias

Muitas vezes sabemos a distribuicao de probabilidade que descreve o comportamento de
uma variavel aleatoria X definida no espago mensurével (£2,.4), mas estamos interessados
na descrigao de uma funcao Y = H(X). Por exemplo, X pode ser uma mensagem envi-
ada em um canal de telecomunicacoes e Y ser a mensagem recebida. Nosso problema é
determinar P(Y € A), onde A é um evento Boreliano, dado Px. Para determinarmos esta
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probabilidade, estaremos interessados na imagem inversas a funcao H, ou seja, a probabili-
dade do evento {Y € A} serd por defini¢io igual a probabilidade do evento {X € H~1(A)},
onde H'(A) = {z € R : H(x) € A}. Para que esta probabilidade esteja bem definida,
precisamos restringir H tal que H '(A) seja um evento boreliano para todo A boreliano,
caso contréario nao poderemos determinar P({X € H~'(A)}); uma fungio que satisfaz esta
condic¢ao é conhecida como mensurdvel com respeito a A e B. Note que Y também pode ser
vista como uma fun¢ao do espa¢o amostral 2, Y (w) = H(X(w)) para todo w € . Visto
dessa maneira Y é uma variavel aleatoria definida em (£2,.4), pois para todo boreliano A
Y~1(A) = X Y(H'(A)) e como por suposicio H '(A) é boreliano e X é uma variavel
aleatoria, temos que X '(H'(A)) € A e portanto satisfaz a defini¢io de uma varidvel ale-
atoria. Nesses problemas € sempre itil fazer um esbo¢o do grdafico da transformacao H para
determinarmos quais sio as regices inversas H1(A).

Vamos primeiro tratar este problema no caso de variaveis aleatorias discretas. Neste caso
para qualquer fungao H, temos que Y = H(X) é uma variavel aleatoria discreta.

Suponha que X assuma os valores x1, T, ... e seja H uma fungao real tal que Y = H(X)
assuma os valores vy, ys, . ... Vamos agrupar os valores que X assume de acordo os valores de
suas imagens quando se aplica a funcao H, ou seja, denotemos por z;1, Z;2, Z;3, . . . 05 valores
de X tal que H(z;;) = y; para todo j. Entdo, temos que

P(Y =y;) = P(X € {zqa, 2, i3, .. .}) = ZP(X = i) = ZPX(%’J')’
j=1 j=1

ou seja, para calcular a probabilidade do evento {Y = y;}, acha-se o evento equivalente
em termos de X, isto é, todos os valores x;; de X tal que H(z;;) = y; e somam-se as
probabilidades de X assumir cada um desses valores.

Exemplo 4.9.1: Admita-se que X tenha os valores possiveis 1,2,3,... e suponha que
P(X =n)=(1/2)". SejaY =1se X for par e Y = —1 se X for impar. Entao, temos que
- 2n - n 1/4
Py =1)=) (1/2)" =) (1/4" = sy 1/3.
n=1 n=1
Conseqiientemente,

PY=-1)=1-P(Y =1)=2/3.

Podemos estender este resultado para uma funcao de um vetor aleatorio X de forma
anéaloga. Neste caso se Y = H(X), denotemos por Z;1, T, Zi3, . .. 0s valores de X tal que
H(Z,;;) = yi para todo j. Entao, temos que

P(f} =) = P()z € {Tn, ¥, T3, .. .}) = ZP(X =1Ty) = pr(fij)a

ou seja, para calcular a probabilidade do evento {}7 = ¥;}, acha-se o evento equivalente
em termos de X, isto é, todos os valores Z;; de X tal que H(Z;;) = y; e somam-se as
probabilidades de X assumir cada um desses valores.

Vamos ver agora um exemplo no caso em que X & continuo.
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Exemplo 4.9.2: Se X ~ U|0, 1], qual a distribuigao de Y = —log(X)? Como

0<Y<oo&esl<X<l
e P(0< X <1)=1, temos Fy(y) =0,y <0. Se y > 0, entao
PY <y)=P(-log(X)<y)=PX>e")=1-¢€",

ou seja, Y ~ Exp(1).
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Capitulo 5

Esperanca e Momentos

5.1 O Conceito de Esperanca

O conceito de Esperanca ou Valor Esperado de uma variavel aleatéria X, ou a “média” é
tao antigo quanto o proprio conceito de probabilidade. Na verdade, é até possivel definir
probabilidade em termos de esperanca, mas esta nao é uma maneira comum de se apresentar
a teoria. Existem quatro tipos de interpretacoes da Esperanca:

1. Parametro m de uma medida de probabilidade, funcao de distribuicao, ou funcao
probabilidade de massa, também conhecido como média.

2. Um operador linear em um conjunto de variaveis aleatorias que retorna um valor tipico
da variavel aleatéria interpretado como uma medida de localizagao da variavel aleatoria.

3. média do resultado de repetidos experimentos independentes no longo prazo.

4. preco justo de um jogo com pagamentos descritos por X.

5.1.1 Definicao da Esperanca - Caso Discreto

Vamos motivar a definicao de esperanca considerando o calculo do resultado médio de 1000
lancamentos de um dado. Uma maneira de calcular este resultado médio seria somar todos
os resultados e dividir por 1000. Uma maneira alternativa seria calcular a fracao p(k) de
todos os lancamentos que tiveram resultado igual a k£ e calcular o resultado médio através
da soma ponderada:

1p(1) 4 2p(2) 4+ 3p(3) + 4p(4) + 5p(5) + 6p(6).

Quando o ntimero de lancamentos se torna grande as fracoes de ocorréncia dos resultados
tendem a probabilidade de cada resultado. Portanto, em geral definimos a esperanca de
uma variavel discreta como uma soma ponderada onde as probabilidades sao os pesos de
ponderacao.
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Defini¢ao 5.1.1: Se X é uma variavel aleatoria discreta assumindo valores {x1, z2, 73, ...}
com probabilidade {p1, p2, ps, - . .}, respectivamente, entao sua esperanca ¢ dada pela formula

EX =Y zpi+ Y xpi,

12, <0 ;>0

desde que pelo menos um dos somatoérios seja finito. Em caso os dois somatoérios nao sejam
finitos, a esperanca nao existe. Caso EX seja finita, diz-se que X é integravel.

Exemplo 5.1.2: Considere uma variavel aleatoria X tal que: P(X = —1) = 0.25, P(X =
0) =0.5e P(X =2)=0.25. Entao,

EX = —1(0.25) + 0(0.5) + 2(0.25) = 0.25.

Exemplo 5.1.3: Considere uma variavel aleatoria X tal que: P(X = —a) = P(X =a) =
1/2. Entio,
EX = —a(0.5) + a(0.5) = 0.

Note entao que muitas variaveis aleatorias diferentes podem ter o mesmo valor esperado
ou esperanca. (E so variar o valor de a no exemplo anterior.)

Exemplo 5.1.4: Aleatéria. Se X € {1,2,...,n} for uma variavel aleatoria com distri-
buicao de probabilidade aleatoria com parametro n, temos que sua esperanca ¢ dada por:

& SN R In(n+1) n+1
EX:ka(k):ZkE:EZk:E =
k=1 k k

Onde utilizamos a formula da soma dos primeiros n termos de uma progressao aritmética. Em
geral, se X for uma variavel aleatoria com distribuicao de probabilidade aleatoria assumindo

os valores {x1,Zs,...,z,}, entdo:
n
1
n <
=1

Exemplo 5.1.5: Bernoulli. Se X € {0,1} for uma variavel aleatéria com distribuigao de
probabilidade Bernoulli com parametro p, temos que sua esperanca é dada por:

EX =0(1—p)+1(p) =p.

Exemplo 5.1.6: Binomial. Se X for uma variavel aleatoéria com distribuicao de probabi-
lidade Binomial com parametros n e p, temos que sua esperanca é dada por:

EXzék(Z)pk( Z Hn it

n—1 _ n—1 S
Zn(/ﬂ—(l).( L k)lp (1=p) —an( ) SA=pn Tt =np.

k=1

Onde utilizamos o Teorema Binomial na tultima igualdade.
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5.1.2 Definicao da Esperancga - Caso Continuo

Definicao 5.1.7: Se X é uma variavel aleatoria continua com funcao densidade de proba-
bilidade f, entao sua esperanca é dada pela formula

EX = /io xf(x)dx+/ooo v f(z)dz,

desde que pelo menos uma das integrais seja finita. Em caso as duas integrais nao sejam
finitas, a esperanca nao existe. Caso FX seja finita, diz-se que X é integravel.

Deve-se observar a analogia entre o valor esperado de uma variavel aleatoria e o conceito
de centro de gravidade em Mecanica. Se um objeto tem massa distribuida sobre a reta, em
pontos discretos, x1, s, . . ., e se p(x;) for a massa do ponto z;, entao vemos que Y .-, z;p(z;)
representa o centro de gravidade do objeto em relacao a origem. Similarmente, se um objeto
tem massa distribuida continuamente sobre uma reta, e se f(x) representar a densidade de
massa em , entao ffooo xf(z)dz determina o centro de gravidade deste objeto. Entao, pode-
mos interpretar a esperanca de uma variavel aleatoria X como sendo o centro da distribuigao
de probabilidade de X.

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 5.1.8: Uniforme. Se X ~ U(a,b), entdo X possui densidade igual a f(z) = 7
se x € (a,b), e f(z) =0, caso contrario. Logo, temos que sua esperanca é dada por:

b
T a+b

EX = = )
/ab—adx 2

5.2 Esperanca de Funcoes de Variaveis Aleatorias

Vamos iniciar considerando o caso discreto.

5.2.1 Caso Discreto

Como vimos anteriormente, se X for uma variavel aleatoria discreta e se Y = H(X), entao
Y também serd uma variavel aleatoria discreta. Conseqiientemente, pode-se calcular EY .
Existem duas maneiras de calcular F'Y que sao equivalentes.

Definigao 5.2.1: Seja X uma variavel aleatoria discreta e seja Y = H(X). Se Y assumir
os seguintes valores y;,¥s, ... e se p(y;) = P(Y = y;), definimos:

EY = yip(y).

i=1

Conforme vimos no capitulo anterior podemos determinar as probabilidades p(y;) dado
que sabemos a distribuicao de X. No entanto, podemos encontrar £Y sem preliminarmente
encontrarmos a distribuicao de probabilidade de Y, partindo-se apenas do conhecimento da
distribuicao de probabilidade de X, conforme mostra o seguinte teorema.
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Teorema 5.2.2: Seja X uma varidvel aleatoria discreta assumindo os valores xi, %o, ... €
sejaY = H(X). Se p(x;) = P(X = x;), temos

EY = E(H(X)) = ZH(xi)p(:lri).

Prova: Vamos re-ordenar o somatorio y .-, H(x;)p(x;), agrupando os termos onde z; tem
a mesma imagem de acordo com a funcao H, ou seja, sejam z;1, T, . .., todos os valores x;
tal que H(x;;) = y; para j > 1, onde y1,ys, ... sa0 os possiveis valores de Y. Desse modo
podemos reescrever

Z H l'z fL'l Z Z H ng [L‘U Z Yi Zp xu Z yzp(yz) =
=1

=1 j5=1

Exemplo 5.2.3: Suponha que X é uma variavel aleatoria tal que P(K = k) = k, , para
k=0,1,2,.... (Veremos adiante que esta é uma distribui¢ao de Poisson com parametro \.)
Seja Y = X2, vamos calcular EY . Utilizando o Teorema 5.2.2, temos

o0 o0 o0 k
EY = Zk:? —AA Zk:2 —AA Zk: —1e A +Zke—k%
k=0 k=1 ’
o0 )\k2
= \? e—A(k_2)+A A2+
k=2

Também podemos estender este resultado para o caso de uma funcao real de um vetor
aleatorio. Neste caso, se Y = H(X), temos que EY = Y . H(z;)pg(Z;), onde os ; sdo os
valores assumidos pelo vetor aleatorio X.

5.2.2 Caso Continuo

No caso de uma variavel aleatoria continua X também podemos calcular a esperanca de uma
fungao Y = ¢(X) de maneira analoga.

Teorema 5.2.4: Seja X uma varidvel aleatoria continua, Y = o(X) uma outra varidvel
aleatoria, entao

EY = /OO yly(y)dy = /°° p(z) fx(x)dx

—00 —00

desde que estas integrais existam.

Prova: Omitida. 1

Uma féormula analoga também é valida quando consideramos fungoes de vetores aleato-
rios.
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Teorema 5.2.5: Seja X = (X1, Xa, ..., X,) um vetor aleatdrio continuo e Y = p(X) uma
varidvel aleatoria. Entao,

Y= [ untidy= [ [ e@rc@in - do,

Exemplo 5.2.6: Suponha que X seja uma variavel aleatoria com densidade dada por:

flz) = e; se x> 0.

{% se x <0,

Seja Y = | X|, vamos determinar EY. Usando o Teorema 5.2.4, teremos

EY = /00 |z| f(x)dz (5.1)

1 0 oo
= —(/ —zedx +/ xe *dr)
2 —00 0

1 0 [e'¢)
= 5(—:zce“”"’|(loo + / e“dr — xe |0 + / e *dr)
0

—00

1
=50+1+0+1) =1

Exemplo 5.2.7: Podemos utilizar o valor esperado de uma variavel aleatéria a fim de
tomar uma decisao 6tima. Por exemplo, suponha que um fabricante produza certo tipo de
equipamento e seja X o numero de tais equipamentos que sao vendidos por dia. Suponha
que X seja uma variavel aleatoria uniformemente distribuida em [3,6]. Suponha que cada
equipamento vendido dé um lucro de R$200,00, enquanto se um dado equipamento nao for
vendido no mesmo dia como o fabricante nao tem onde armazené-lo ele seré destruido dando
um prejuizo de R$50,00. Suponha que o fabricante deve decidir no dia anterior quantos
equipamentos devera produzir no dia seguinte. (Queremos saber quantos equipamentos o
fabricante devera produzir de forma a maximizar o seu lucro esperado. Suponha que o
fabricante decida produzir £ unidades, entao seu lucro seré igual a

200k se X >k,
Z_L(X)_{ 200X —50(k — X) se X < k.

Podemos entao calcular o lucro esperado EZ da seguinte forma:

[e's) 1 6
EZ = / L(z)fx(x)dx = 5/ L(z)dz.
—00 3
Obviamente, o lucro L(z) depende do valor de k. Se k < 3, entao L(x) = 200k, para todo x
entre 3 e 6, logo EZ = %f;’ 200kdz = 200k. Se k > 6, entao L(z) = 250x — 50k, para todo

x entre 3 e 6, logo
1

1 /6 1
EZ = 3 / (2502 — 50k)dz = g(125:152 — 50kx)|S = 3(3375 — 150k).
3
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Por fim, se 3 < k < 6, temos

1 [k 6 1
EZ = g(/ (2502 — 50k)dx + / (200k)dx) = 5(125("’2 —9) — 50k(k — 3) 4 200k(6 — k))
3 k
= §(—125l~c2 + 1350k — 1125)

Resumindo, temos:

200k se k < 3,
EZ = %(—12%2 + 1350k — 1125) se 3 < k < 6,
5(3375 — 150k) se k > 6.

Note que para k < 3, o lucro esperado é crescente em k, e que para k > 6 o lucro esperado
decresce com k. Na regiao, 3 < k < 6, temos que o lucro esperado é uma parabola que atinge
o méaximo para k = 5,4. Como o numero de equipamentos fabricados tem que ser inteiro
entao o maximo deve ocorrer ou em k = 5 ou em k = 6, comparando estes valores temos
que, se k =5, entao EFZ = 833,33; e se k = 6, entao £ Z = 825. Portanto, o fabricante deve
produzir 5 equipamentos por dia para maximizar seu lucro esperado.

5.3 Propriedades da Esperanca

As seguintes propriedades sao aplicacoes imediatas da definicao de esperanca:
. P(X=¢)=1=EX =c.
2. PIX>0)=1=FEX >0.

3. E(aX) = aFEX, onde a um nimero real qualquer. Esta propriedade segue facilmente
da expressao da esperanca de uma funcao de variavel aleatoria.

4. E(X 4+Y)=EX + EY. Para provar esta propriedade, note que

X+Y ZZ xz“‘ﬂ] mz,y] lesz’l?yj +Zzy]pxwy]

= wip(x; +Zyjzp zi,yj) ZEX+Zyjp y;) = EX + EY.

J
5. P(X >Y)=1= EX > EY. Propriedade 5 segue das propriedades 2, 3, e 4, pois
P(X>Y)=P(X-Y >0),
o que, pela propriedade 2, implica que E(X —Y') > 0. Pela propriedade 4, temos que

E(X —Y)=FEX + E(-Y). Finalmente, pela propriedade 3, temos que E(X —Y) =
EX — EY, ou seja podemos concluir que £EX — EY > 0.
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6. Se {Xi,...,X,} sdo variaveis aleatorias mutuamente independentes, entao E([ [, X;) =
[[;_, EX;. Para provar esta propriedade note que

E(HX Z th' * T, D le,...,l‘in)
i=1
’L’l 74'77. .7:1 il in =1

7. Se X tem uma distribuigao simétrica em torno de a, ou seja, P(X—a > z) = P(X—a <
—z), e se a esperanca de X tiver bem definida, entdao EX = a. Para provar esta
expressao, primeiro note que se X é simétrica em relacao a a entao ¥ = X —a é
simétrica em relagao a zero. Se provarmos que EY = 0, entao segue da linearidade da
esperanca que X = a. No caso discreto, como Y é simétrica em torno de 0, temos
que p(x;) = p(—=x;) para todo z;, portanto segue que EY =) x;p(z;) = 0. No caso
continuo, como Y é simétrica em torno de 0, temos que P(Y > y) = P(Y < —y), o que
implica que 1 — Fy (y) = Fy(—y). Finalmente, derivando obtemos fy(y) = fy(—y), ou
seja, Y possui densidade par, logo EY = f yfy(y)dy = 0, pois é a integral de uma
fungao impar yfy(y) em torno de um intervalo simétrico em torno de zero.!

Pode-se definir outras medidas de posicao de uma variavel aleatoria, tais como: mediana
e moda. A mediana de uma v.a. X é qualquer niimero m tal que P(X >m) > 0,5 e P(X <
m) > 0,5. Por exemplo, se X assume os valores —1,0,1 com probabilidades 1/4,1/4,1/2,
respectivamente, entao qualquer nimero no intervalo fechado de 0 a 1. A moda de uma
variavel aleatoria discreta é o seu valor mais provavel. Como para uma varidvel aleatoria
continua todos os valores tem probabilidade zero, define-se como moda neste caso, o valor
que maximiza a funcao densidade de probabilidade. A moda nao é necessariamente tnica,
pois a fun¢ao probabilidade de massa (caso discreto) ou a func¢ao densidade de probabilidade
(caso continuo) pode atingir seu maximo em varios valores 1, x9, . . ..

Quando uma funcao densidade de probabilidade tem multiplos maximos locais, ¢ comum
se referir a todos os maximos locais como modas da distribuigdo (mesmo que a defini¢ao
formal implique que apenas o maximo global é uma moda da distribuigao). Tais distribui¢oes
continuas sao chamadas de multimodais (em oposi¢ao a unimodal).

Em distribuicoes unimodais simétricas, isto é, distribuicoes tal que existe um ntimero m
tal que P(X —m > z) = P(X —m < —x) para todo = € IR, a esperanga (se bem definida),
mediana, e moda coincidem e sao iguais a m.

5.4 Momentos

Momentos dao informacoes parciais sobre a medida de probabilidade P, a funcao de distri-
buicao acumulada, ou a fungao probabilidade de massa de uma varidvel aleatoria discreta

!Como assumimos que EX ¢é bem definida, segue da linearidade que EY = EX — a também é bem
definida, donde concluimos que pelo menos uma das integrais f_ooo yfy (y)dy ou fooo yfy (y)dy é finita, e
como fy (y) € par estas integrais tem mesmo moédulo mas sinais contrarios, o que nos permite afirmar que a
integral sobre toda reta é nula.
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X. Momentos de X sao esperancas de poténcias de X.

Definicao 5.4.1: Para qualquer inteiro nao-negativo n, o n-ésimo momento da variavel
aleatoria X é E X", se esta esperanca existe.

Na secao anterior, vimos que o segundo momento de uma variavel aleatoria Poisson com
parametro A é dado por: A% + \. Vamos agora calcular o segundo momento de uma variavel
aleatoria X Binomial com parametros n e p:

2 N2 ok _ N2 M k n—k _
EX*=> "k (k)p (1—p)" "=k W —i? (1—p)" " =
k=0 k=1

- ! n!

’; Rl = ) (n”; A kz b (P
2 - (n —2)! k—2 n—k
M 2 g — gy P
=l = 5 3 (L= )" =~ g

Pode-se provar que momentos de ordem superiores finitos implicam momentos de ordem
inferiores finitos.

5.4.1 Momentos Centrais

Definigao 5.4.2: Se X é uma variavel aleatoria seu n-ésimo momento central é: E(X —
EX)", se esta esperanga existir.

Note que o primeiro momento central é zero, pois F(X — EX) = EX — FEX = EX —
EX = 0. O segundo momento central é conhecido como varidncia e denota-se por VarX.
A variancia pode ser também calculada por:

VarX = B(X — EX)? = BE(X? =2XEX + (EX)?) = EX? - 2E(XEX) + E((EX)?)
= EX? —2(EX)* + (EX)? = EX® — (EX)~ (5.2)

Do Teorema Binomial e da linearidade da esperanca, temos

E(X — EX)" = ; (Z) (—EX)"*px*

EX" = B(X — EX + EX)" = i <Z) (EX)"*E(X — EX).

Como um coroléario, temos que o n-ésimo momento central existe se, e somente se, o
n-ésimo momento existe.
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Exemplo 5.4.3: Considere uma variavel aleatoria X tal que

P(X_m—a)_P<X_m+a)_%;»Exk_%um—a)u(mm)k].

1
EX =m,EX? = 5[2m? +2a% =m?* +a*® VarX = a*.

Este exemplo, mostra que podemos encontrar uma variavel aleatéria bem simples possuindo
)
qualquer esperanca e variancia predeterminadas.

Exemplo 5.4.4: (Aleatéria ou Uniforme Discreta.) Se X tem uma distribuicao
uniforme discreta assumindo os valores {z1, z, ..., x,} com mesma probabilidade, entao:

n

VarX = %;m? — %(Z ;)2

i=1
Exemplo 5.4.5: (Binomial.) J4 demonstramos que se X tem uma distribui¢ao binomial,
entao EX = np e E(X?) = n(n — 1)p? + np. Portanto, VarX = n(n — 1)p* + np — n?p? =
np(1 —p).

Exemplo 5.4.6: (Uniforme Continua.) Se X tem uma distribui¢do uniforme em |[a,b],
entao

1 b b3—(l3
EX? = 2de =
b—a/axd:B 3(b—a)
e e
a
(BX) = (S =)

3_g3 a b—a)?
Portanto, VarX = ?l,’(b_a) — (%b)? = { 12) :

O desvio-padrao o de uma variavel aleatoria X é definido como a raiz quadrada da
variancia, o(X) = vVarX.
Propriedades da Variancia
As seguintes propriedades da variancia sao conseqiiéncias imediatas de sua definicao.

1. VarX > 0.

2. Se X =¢, Var(X) =0.
Prova: Temos que EX = ¢, logo Var(X) = E(X —c)2=FE(0) =0. 1

3. Var(X 4+ a) = VarX, onde a é uma constante real.
Prova:
Var(X +a) = B(X +a)* — (E(X + a))?
= EX?*+2aEX +a*> — (EX)* —2aEX — a* = EX? — (EX)* = VarX.
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4. Var(aX) = a®*VarX

Prova:

Var(aX) = E(aX)? — (E(aX))? = a®’EX? — ¢*(EX)?* = a*VarX.
I

5. Se X e Y forem variaveis aleatorias mutuamente independentes, entao Vaz(X +Y) =
VarX +VarY.

Prova:

Var(X+Y)=E(X+Y) - [E(X +Y))?
= B(X?+2XY +Y?) — (EX)>-2EXEY — (EY)?
=EX?+EY? — (EX)*— (EY)* +2E(XY) —2EXEY =VarX + VaryY

6. Se Xi, ..., X, sdo variaveis aleatorias independentes, entao Var(X;+--- X,) = VarX,;+
-+ + VarX,. Esta propriedade segue da propriedade anterior e de uma aplicacao de
inducao matematica.

7. Desigualdade de Chebyshev Generalizada. Dado um conjunto A e uma funcao
g(x) tal que Vz g(x) > I4(z), tem-se que P(X € A) < min(1, Fg(X)).

Prova: Pela monotonicidade da Esperanga, temos que Eg(X) > Fl4(X) = P(X €
A). Mas, como a cota superior pode exceder 1, temos que min(1, Eg(X)) > P(X € A).
1

Corolario 5.4.7: Seja X uma varidvel aleatdria, entao para todo € > 0, P(|X| > ¢€) <
EIX]|

Prova: Escolha A = {2 : |z] > €} e g(z) = Z. Note que g(z) > I4(z), entdo
P(IX]| =€) < 25 0

Corolario 5.4.8: Se Z >0 e EZ =0, entao P(Z =0) = 1.
Prova: P(Z > 1) <nEZ =0. Como [Z > 0] = U,[Z > 1], temos que

P(Z >0) = P(U,[Z > %]) <Y P(Z>-)=0.

S|

Portanto, P(Z =0)=1—-P(Z>0)=1.1

Note que este tiltimo coroléario implica que, quando Var(X) = 0, ou seja F(X—EX)? =
0, temos que P(X = EX) =1, ou seja X é constante com probabilidade 1.
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Corolario 5.4.9: Desigualdade (Original) de Chebyshev. Seja X uma varidvel
aleatoria, entio P(|X — EX| > ¢) < YuX,

2

Prova: Escolha A = {z : [2] > ¢} e g(z) = &
teorema anterior, P(X € A) = P(|X]| > ¢) < &
temos P(|X — EX| >¢) < Y42 g

. Note que g(z) > I4(z), entao pelo
X

2

5—. oSubstituindo X por X — EFX,

Note que a desigualdade de Chebyshev converte conhecimento sobre um momento de
segunda ordem ou uma variancia numa cota superior para a probabilidade da cauda
de uma variavel aleatoria.

8. VarX = E(X — p)? = min__jp B(X — ¢)*.
Prova:
(X ==X —p+tp—cf=X—p)?+2u—c)(X —p)+(u—cf
logo
E(X —¢)* = E(X — p)* +2(u — )(BEX — p) + (p — ¢)®
=VarX + (u—c)*
Portanto, E(X —¢)? > E(X — p)%,Ve € R. 1

5.5 Correlagao, Covariancia, e Desigualdade de Schwarz

Correlacao e covariancia sao quantidades parecidas com momentos que sao medidas do grau
de dependéncia linear entre duas variaveis.

Definigao 5.5.1: A correlacao entre duas variaveis aleatorias X e Y é dada por XY se
esta esperanga existe. A covariancia entre elas é dada por Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y —
EY)] = EXY — (EX)(EY).

Note que Cov(X, X) = VarX. Pela prova da propriedade 5 de variancia, vemos que a
seguinte relacao é valida:

Var(X +Y) =VarX + VarY 4+ 2Cov(X,Y).

Diz-se que duas varaveis sao nao-correlacionadas se Cov(X,Y) = 0. Como ja provamos
que se X e Y sao independentes, entao EXY = EXEY. Temos que se X e Y sao indepen-
dentes, elas necessariamente sao nao-correlacionadas. O contrario nem sempre é verdadeiro
como o préoximo exemplo ilustra.

Exemplo 5.5.2: Se X é uma variavel aleatoria tal que P(X = —a) = P(X =a) =1/2¢
Y = X2, temos que EXY = —a®(1/2) +a*(1/2) =0 e EX = —a(1/2) + a(1/2) = 0. Logo,
EXY = EXEY =0, ou seja, Cov(X,Y) = 0. Porém, X e Y nao sao independentes, pois
Y é uma funcgao de X.
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O proximo teorema trata de uma importante desigualdade em teoria da probabilidade:

Teorema 5.5.3: (F(XY))? < EX?EY? e (Cov(X,Y))? < VarXVarY.

Prova: (aX +Y)? > 0= E(X +Y)? >0 = a*EX?+2aEXY + EY? > 0. Observe
que esta equacao do segundo grau em a nao pode ter duas raizes reais diferentes, pois caso
contrario essa expressao seria negativa para os valores entre as raizes. Entao, utilizando a
regra do discriminante, temos que

4EXY)* - 4EX*EY? <0,

e temos a primeira desigualdade. A segunda desigualdade segue da primeira trocando X por
X —FEX eY por Y — EY na expressao da primeira desigualdade. 11
O coeficiente de correlagao entre duas variaveis aleatorias X e Y é dado por

B Cov(X,Y)
pXY) = VVar(X)Var(Y)

O teorema anterior provou que |p(X,Y)| < 1.

5.6 Esperanca Condicional

Nesta se¢ao nos apresentamos o conceito de esperanca condicional F(Y|X) de uma variavel
aleatoria Y dado outra variavel aleatoéria X através do uso de funcgoes probabilidade de
massa no caso discreto e funcoes densidade de massa no caso continuo. A interpretacao é
que E(Y|X = x) é a média da variavel aleatéria Y sabendo que a variavel aleatoria X é
igual a . Por exemplo, podemos estar interessados na média do peso de individuos que tém
1,70m de altura.

Definigcao 5.6.1:

(a) Se (X,Y) for uma vetor aleatorio continuo bidimensional, define-se o valor esperado
condicional de Y dado que X = z, como sendo

0 oo
yfyix (la)dy + / yfvix (ylo)dy,
o0 0

E(Y|X =2) = /_

desde que pelo menos uma das integrais seja finita.

(b) Se (X,Y) for uma vetor aleatério discreto bidimensional, define-se o valor esperado
condicional de Y dado que X = z;, como sendo

EY|X =)= Z yipyx (ysl@i) + Z Yipyx (Y5l @),

7:y; <0 J:y; >0

desde que pelo menos uma das séries seja convergente.
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Exemplo 5.6.2: Considere um vetor aleatério com densidade conjunta dada por

Ixy(z,y) = 6’_2|y_x2|_$1[0,oo] (z).

Determine E(Y|X = z).
Solucao: Vamos primeiro obter a densidade marginal de X

fx(x) = / e 2T g (@) dy

o
2

:exf[o,oo](x)(e%z/ erdy—l—eZ’“"z/ e~ dy)

— 00 2

. 1 1 .
=€ [[0,001(-75)(5 + 5) = e "Ijp,00)(T).

Logo, a densidade condicional de Y dado X é igual a

o Ixy(@y) o
fY|X(y|x>_ fX(x) =€ i .

Portanto,

o0

E(Y|X = 1) = / yfvix (ylz)dy = / ye vl gy

o0 —00
2

— / y€_2(x2_y)dry + / ye_Q(y_I2)dy
—00 372

2 2

x 6—2(36 —y) _ o0 _6_2(1/_1’2)
= Gere - [ (et - [y

2 2 2 2 2
1 z? 1 )
G grig e

Observe que E(Y|X = x) é uma func¢ao de x, chamemos esta fungido de h(x). Entao,
temos que E(Y|X) = h(X) é uma funcao da variavel aleatoria X e portanto é uma variavel
aleatoria. Por outro lado, E(Y|X) é uma média da variavel Y. A seguir listamos algumas
propriedades da esperanca condicional:

1. E(aY; +bY2+¢|X) = aE(Y1|X) + bE(Y2|X) + ¢

2. B(g(Y, X)|X = 2) = E(g(Y,a)|X = ).

3. Se X e Y sao independentes, entao E(Y|X) = E(Y).
4. BEY = E[E(Y|X)].

Prova:

o[ “uma= [ Zy< / ZfY|X<y|x>fX<w>dx>dy

/ fe)(|unxlolodpde = [ EOIX =) fx(a)ds
E(Y|X)].

Autor: Leandro Chaves Régo



CAPITULO 5. ESPERANCA E MOMENTOS 64
1

Exemplo 5.6.3: Podemos utilizar este ultimo resultado para calcular a esperanga (incon-
dicional) de Y no exemplo anterior.

EY = E[E(Y|X)] = B(X?) = / e
0
= —x2e_$|8° + 2/ re “dx
0

=0+ 2(—ze *|° +/ e “dx)
0
=2(0+1)=2.
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Capitulo 6

Principais Variaveis Aleatorias Discretas

6.1 Introducao

Neste capitulo descreveremos um pouco sobre os principais modelos de variaveis aleatorias
discretas.

6.2 Geométrica.

Dizemos que X tem uma distribuicao Geométrica com parametro 3, onde 0 < 3 < 1, se
X(w)€{1,2,3,...} ep(k) = (1 — )3, para k € {1,2,3,...}.
Utilizando o resultado de uma soma infinita de uma Progressao Geométrica, temos que

Yopk) =Y (1= =(1-p)> =1
k=1 k=1 k=1

Logo, esta é uma legitima fungao probabilidade de massa.

A funcao de probabilidade Geométrica pode ser utilizada para modelar o nimero de
repeticoes do lancamento de uma moeda até a primeira ocorréncia de cara, tempo de espera
medido em unidades de tempo inteira até a chegada do proximo consumidor em uma fila,
ou até a proxima emissao de um féton.

Exemplo 6.2.1: Suponha que joga-se uma moeda com probabilidade de cara igual a
0 < p < 1 independentemente até que uma coroa ocorra. Seja X o nimero de repeticoes
necessarias até que coroa aparega nesta seqiiéncia, de modo que se o primeiro lancamento
for coroa temos que X = 1. Qual a probabilidade do evento X = k para k € {1,2,3,...}7
Note que para que X = k é necessario que os primeiros k£ — 1 lancamentos sejam caras
e o k-ésimo lancamento seja coroa, logo pela independéncia dos lancamentos, temos que
P(X = k) =p"1(1 —p). Ou seja X é uma varidvel geométrica com parametro p.

Se X for uma variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade Geométrica com pa-
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rametro (3, temos que sua esperanca ¢ dada por:

BX =) M1=g9 =3 3 (-
ZZﬂk 1 Zﬁj 1__6

J=1 k=j Jj=1

Onde utilizamos a formula da soma infinita de uma progressao geométrica com razao (3.

Com um célculo similar, porém mais longo, pode-se provar que VarX = ﬁ

Exemplo 6.2.2: Suponha que X tenha uma distribuicdo geométrica com parametro /[3.
Mostre que para quaisquer dois inteiros positivos s e t,

P(X >s+tX >s)=P(X >1t).
Solucao: Note que

P(X > t, X > P(X > t
P(X >s+tX >s) = ( St s>: ( s+Y)

P(X >s) P(X > s)
Mas -
PX>s+t)= Y (1-p)p"=p"
k=s+t+1

Similarmente, temos que P(X > s) = 3°. Portanto,
P(X >s+tX >s)=0 =P(X >t).

Esta propriedade da distribuicao geométrica é conhecida como falta de memdria.

6.3 Binomial Negativa ou Pascal.

Esta distribuicao é uma generalizacao 6bvia da distribuicao geométrica. Suponha que ao
invés de estarmos interessados no nimero de repeticoes de um experimento até a primeira
ocorréncia de um evento, estejamos interessados em calcular o nimero de repeticoes até a
r-ésima ocorréncia de um evento. Seja Y o nimero de repeticoes necessario a fim de que
um evento A possa ocorrer exatamente r vezes. Temos que Y = k se, e somente se, A
ocorrer na k-ésima repetigao e A tiver ocorrido r — 1 vezes nas (k — 1) repetigoes anteriores.
Assumindo independéncia entre os experimentos, esta probabilidade é igual p(fj)pr_l(l —
p)*~". Portanto,
k—1 7 k—r
P(Y =k)= (r—l)p (1—p)"", onde k > r.

Note que se r = 1, temos que Y tem uma distribui¢ao geométrica com parametro 5 =1—p.
No caso geral, dizemos que Y tem uma distribuicao Binomial Negativa ou Pascal.
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Para calcular EY e VarY podemos proceder da seguinte maneira. Seja 2, Z,... uma
seqiiéncia de variaveis aleatorias tal que Z; é o nimero de repeticoes necessarias até a primeira
ocorréncia de um evento A, e Z; é o niimero de repetigoes necessarias entre a (7 — 1)-ésima
e a 1-ésima ocorréncia de A, para i = 2,3,...,r. Entao, as variaveis Z; sao independentes
e cada uma delas tem uma distribuicdo geométrica com parametro § = 1 — p, e temos que
Y =7+ 2 —i— -+ Z,. Logo, usando propriedades da esperanca e da variancia, temos que
EY =rEZy =% eVarY =rVarZy = 052,

6.3.1 Relacgao entre as Distribuicoes Binomial e Binomial Negativa.

Suponhamos que X tenha distribuicao binomial com parametros n e p, ou seja, X é igual
ao numero de sucessos em n ensaios repetidos de Bernoulli com probabilidade de sucesso p.
Suponhamos que Y tenha uma distribuicao Binomial Negativa com parametros r e p, ou seja,
Y é o nimero de ensaios de Bernoulli necessarios para se obter r sucessos com probabilidade
de sucesso p. Entao, temos que {X > r} = {Y < n}, ou seja, o namero de sucessos em n
ensaios é maior ou igual a r se, e somente se, o nimero de ensaios Bernoulli até a ocorréncia
do r-ésimo sucesso for menor ou igual a n. Portanto,

P(X >r)=P(Y <n).

Observe que estas duas distribuicoes tratam de ensaios de Bernoulli repetidos. A distri-
buicao binomial surge quando lidamos com um nimero fixo de ensaios e estamos interessados
no nimero de sucessos que venham a ocorrer. A distribuicao binomial negativa é encontrada
quando fixamos o niimero de sucessos e entao registramos o nimero de ensaios necessario.

6.4 Poisson.

Dizemos que X tem uma distribuicio Poisson com parametro A, onde A > 0, se X(w) €

{0,1,...} e p(k) = k,,parakE{Ol 3.
Usando o resultado da expansao em série de Taylor da funcao exponencial, temos que

para todo x real,
o0
-3
k!
k=0

Utilizando este fato, temos que

Zp :e_’\io:%,::e_’\e’\zl.
k=0

Logo, esta é uma legitima funcao probabilidade de massa.

A funcao de probabilidade Poisson é utilizada para modelar a contagem do nimero de
ocorréncias de eventos aleatorios em um certo tempo 7 nimero de fétons emitidos por
uma fonte de luz de intensidade I fotons/seg em T segundos (A = IT'), numero de clientes
chegando em uma fila no tempo 7" (A = CT), namero de ocorréncias de eventos raros no
tempo T' (A = CT).

k=0
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Exemplo 6.4.1: Se a probabilidade de 0 fétons serem emitidos no tempo 1" é igual a 0,1,
entao qual a probabilidade de pelo menos 2 f6tons serem emitidos no tempo 17

Se X for uma variavel aleatoria com distribuicao de probabilidade Poisson com parame-
tros A, temos que sua esperanca é dada por:

o —/\)\k e —A/\k: e —A)\k: 1

EX:kZ_Oke Z

k=1 k=1

Ja vimos que o segundo momento de uma variavel aleatoria com distribuigao Poisson(\)
¢ igual a A\? + \. Portanto, VarX = A2+ X — (\)? = \.

Podemos analisar o valor mais provavel de uma distribui¢ao de Poisson, através da razao
de dois valores sucessivos da fun¢ao probabilidade de massa:

pk—i-l: A
Dk k+1

Note que esta razao é estritamente decrescente em k. Logo, {px} é sempre decrescente se
A < 1, decresce apo6s pg = p1 se A = 1, e cresce inicialmente se A > 1 e eventualmente decresce
qualquer que seja o valor de A\. Formalmente, um valor mais provavel de uma distribuicao
de Poisson é definido como k* se pgry1 < pir € prr—1 < pr=. (Note que podem existir valores
adjacentes que possuam o mesmo valor.) Mas esta condi¢do é equivalente a,

E*<AX<Ek*+1, ou
A—1<E* <A

Note que se tomarmos £* como sendo o maior inteiro menor ou igual a A esta restricao é
satisfeita, e portanto este é um valor mais provavel desta distribuicao. A Figura 6.4 nos
mostra a funcao probabilidade de massa da Poisson para 3 valores de parametros 1, 4, e 10.

0.4

[t
Won W

[N

Exemplo 6.4.2: Suponha que o nimero de clientes que chegam em um banco segue uma
distribuicao de Poisson. Se a probabilidade de chegarem 3 clientes for o triplo da de chegarem
4 clientes em um dado periodo de 10 minutos. Determine:

(a) Qual o namero esperado de clientes que chegam em um periodo de 1 hora neste banco?

(b) Qual o nimero mais provavel de clientes que chegam em um periodo de 1 hora neste
banco?
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6.9 Hipergeomeétrica.

A distribuicao hipergeométrica descreve o niimero de sucessos em uma seqiiéncia de n amos-
tras de uma populagao finita sem reposicao.

Por exemplo, considere que tem-se uma carga com N objetos dos quais D tém defeito. A
distribuicao hipergeométrica descreve a probabilidade de que em uma amostra de n objetos
distintos escolhidos da carga aleatoriamente exatamente k objetos sejam defeituosos.

Em geral, se uma variavel aleatoria X segue uma distribuicao hipergeométrica com pa-
rametros N, D, e n, entao a probabilidade de termos exatamente k sucessos é dada por

D\ (N-D
(x) k)

)
Esta probabilidade é positiva se: N — D > n — k, ou seja k > max(0,D +n — N), e

k < min(n, D).
. . . . N L, . .o~
Esta formula pode ser entendida assim: existem (n) possiveis amostras sem reposi¢ao.

p(k) =

Existem (],:: ) maneiras de escolher k objetos defeituosos e existem (Nn :? ) maneiras de preen-
cher o resto da amostra com objetos sem defeito.

Quando a populagdo é grande quando comparada ao tamanho da amostra (ou seja, N for
muito maior que n) a distribui¢ao hipergeométrica é aproximada razoavelmente bem por uma
distribuigao binomial com parametros n (tamanho da amostra) e p = D/N (probabilidade
de sucesso em um tnico ensaio).

Se X for uma variavel aleatoria com distribuicao de probabilidade Hipergeométrica com
parametro N, D, n, temos que sua esperanca é dada por:

=2 N D)I(N = n)n!
EX = Z’“ Zk'D k —k)(N =D —n+k)IN!
D (D—l)!(N—D)!(N—n)!(n—l)! D& ()G
N = (k-D(D-K)n—k(N-D-n+k(N-1) N &= (V]

Substituindo no somatoério D* =D — 1,k*=k—-1,n"=n—1e N* = N — 1, temos

nD <~ ()P D
D (I

Onde utilizamos o fato que o somatoério é igual soma da fungao probabilidade de massa de
uma variavel aleatéria Hipergeométrica para todos os valores que tem probabilidade positiva,

e portanto, é igual a 1. Com um célculo similar, porém mais longo, pode-se provar que

nD (N—D)(N—n)
VarX = NN

Exemplo 6.5.1: Suponha que uma urna contém 20 bolas brancas e 10 bolas pretas. Se 4
bolas sao retiradas da urna. Determine:

(a) A probabilidade de pelo menos uma bola ser branca, se as bolas sao retiradas com
reposicao.
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(b) A probabilidade de pelo menos uma bola ser branca, se as bolas sdo retiradas sem
reposicao.

Exemplo 6.5.2: Por engano 3 pecas defeituosas foram misturadas com boas formando um
lote com 12 pecas no total. Escolhendo ao acaso 4 dessas pegas, determine a probabilidade
de encontrar:

(a) Pelo menos 2 defeituosas.
(b) No maximo 1 defeituosa.

(¢) No minimo 1 boa.

6.6 Poisson como um Limite de Eventos Raros de Bino-
mial

Suponhamos que chamadas telefonicas cheguem em uma grande central, e que em um periodo
particular de trés horas (180 minutos), um total de 270 chamadas tenham sido recebidas,
ou seja, 1,5 chamadas por minuto. Suponhamos que queiramos calcular a probabilidade de
serem recebidas k chamadas durante os proximos trés minutos.

Ao considerar o fenémeno da chegada de chamadas, poderemos chegar a conclusao de que,
a qualquer instante, uma chamada telefonica é tao provavel de ocorrer como em qualquer
outro instante. Como em qualquer intervalo de tempo, temos um nimero infinito de pontos,
vamos fazer uma série de aproximacoes para este céalculo.

Para comecar, pode-se dividir o intervalo de 3 minutos em nove intervalos de 20 segun-
dos cada um. Poderemos entao tratar cada um desses nove intervalos como um ensaio de
Bernoulli, durante o qual observaremos uma chamada (sucesso) ou nenhuma chamada (fa-

20

lha), com probabilidade de sucesso igual a p = 1,5 X &5 = 0,5. Desse modo, poderemos

ser tentados a afirmar que a probabilidade de 2 chamadas é igual a (g) (0,5)9 = 13—8. Po-

rém, este calculo ignora a possibilidade de que mais de uma chamada possa ocorrer em um
unico intervalo. Entao, queremos aumentar o niimero n de subintervalos de tempo de modo
que cada subintervalo corresponde a 12—0 segundos e entao a probabilidade de ocorréncia
de uma chamada em um subintervalo é igual a p = 1,5 X %. Desta maneira temos que
np = 4,5 permanece constante ao crescermos o numero de subintervalos. Utilizando nova-
mente o modelo binomial, temos que a probabilidade de ocorrerem k chamadas é dada por:
(M) (22)F(1 — 22)n=*. Queremos saber entdo o que acontece com esta probabilidade quando
n — o0. A resposta como veremos a seguir é que esta distribuicao tende a distribuicao de
Poisson e este resultado é conhecido como limite de eventos raros.

Consideremos a expressao geral da probabilidade binomial,

p(k) _ (Z)pk(l _p)nfk _ k!(nn—ik)!pk<1 N p)nik _ n(n — 1) . k|(n —k+ 1)pk(1 B p)nfk'
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Como queremos estudar o caso em que np é constante, facamos np = «, ou seja, p = a/n
e 1 —p= "2 Entao,
n

p(k) = n(n—1)- k'(n —k+ 1)<%)k(n ; oz)nfk
= S0 = ) (1= - S

Fazendo n — oo, temos que os termos da forma (1 — %), para 1 < j < k—1, tendem para
1 e como existe um nimero fixo £ — 1 deles, o seu produto também tende a 1. O mesmo
ocorre com (1 — 2)7% Finalmente, por defini¢do do nimero e, temos que (1 — 2)"
quando n — oco. Portanto,

— e_a

, e
hTIlnp(k):e R

ou seja obtemos a expressao de Poisson.
Entao, provamos o seguinte teorema:

Teorema 6.6.1: Se lim,, ..o np, = a > 0, entao

k
lim (n)pﬁ(l —pa) =

oo \ K

Exemplo 6.6.2: Ao formar niimeros binarios com n digitos, a probabilidade de que um di-
gito incorreto possa aparecer é 0,002. Se os erros forem independentes, qual é a probabilidade
de encontrar k digitos incorretos em um nimero binario de 25 digitos? Se um computador
forma 10° desses nimeros de 25 digitos por segundo, qual ¢ a probabilidade de que pelo
menos um numero incorreto seja formado durante qualquer periodo de 1 segundo?

Solucao: A probabilidade de que k digitos sejam incorretos em um ntmero binarios
de 25 digitos é igual a (2;’) (0,002)%(0,998)*~%. Em particular, a probabilidade de que pelo
menos um digito seja incorreto é igual a 1 — (0,998)%° =~ 0,049. Se tivéssemos usado a
aproximacao pela Poisson entao teriamos uma Poisson com parametro 25 x 0,002 = 0,05,
logo a probabilidade de pelos menos um digito incorreto neste niimero de 25 digitos seria
1 — e %9 ~0,049.

A probabilidade de que pelo menos um niimero incorreto seja formado durante o periodo
de 1 segundo é igual a 1 — (0,049)10° ~ 1 — ¢=49000

6.7 A Distribuicao Multinomial

Vamos dar o exemplo de uma distribuicao conjunta de variaveis aleatorias discretas, que pode
ser considerada como uma generalizacao da distribui¢ao binomial. Considere um experimento
aleatorio qualquer e suponha que o espaco amostral deste experimento é particionado em k&
eventos { A1, A, ..., Ax}, onde o evento A; tem probabilidade p;. Suponha que se repita este
experimento n vezes de maneira independente e seja X; o ntmero de vezes que o evento A;
ocorreu nestas n repeticoes. Entao,

n!

P(Xl =n1,Xo =ng,..., X = nk) = ﬁpi“pé” e 'pzka
ni1Mot- - Ng:
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onde > ., n; = n. (Relembre que o nimero de maneiras de arranjar n objetos, n; dos quais

¢ de uma espécie, ny dos quais é de uma segunda espécie, ..., ng dos quais sao de uma
, . , e, . . . n!

k-ésima espécie é dado pelo coeficiente multinomial m)
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Capitulo 7

Principais Variaveis Aleatorias
Continuas

7.1 Introducao

Neste capitulo, vamos explorar alguns exemplos importantes de varidveis aleatorias conti-
nuas.

7.2 Normal ou Gaussiana

Dizemos que X tem uma distribui¢do Normal (ou Gaussiana) com parametros p e o, onde
e o > 0 sao nameros reais, se a funcao densidade de X ¢ igual a

1 —(e—p)?
fX (x) = e 202#
oV 2
Vamos verificar que esta realmente é uma funcao densidade de probabilidade. Fazendo
a substituicao de variaveis t = , obtemos

> 1 —(a— uz 1 2
/ ( : dx—/ e2dt=1.
0 O 27T Coo V2T

Vamos agora utilizar um artificio de calcular I2. Temos

1 e e — (2452
_72:2— e2dt/ e2d8——/ / (+)dds
T J_ oo _

Fazendo a seguinte mudanca de variavel: t = rcosf e s = rsen 6, temos

/ / re s drd@

— °°d(9
27r 0
1 2
— 1d0 = 1.
27r
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Portanto, temos que I = 1.

Historicamente, esta distribuicao foi chamada de “normal” porque ela era amplamente
aplicada em fendémenos bioldgicos e sociais que era sempre tida como a distribuicao anteci-
pada ou normal. Aplicagoes da distribuicao normal incluem ruido térmico em resistores e em
outros sistemas fisicos que possuem um componente dissipativo; ruidos de baixa-freqiiéncia
como os em encontrados em amplificadores de baixa freqiiéncia; e variabilidade em parame-
tros de componentes manufaturados e de organismos biologicos (por exemplo, altura, peso,
inteligéncia). (Pode parecer estranho, modelar quantidades que s6 assumem valores positivos
por uma distribuicao normal onde valores negativos aparecem. Nestes casos o que ocorre
é que os parametros p e o2 devem ser escolhidos de modo que a probabilidade da variavel
assumir um valor negativo seja aproximadamente nula de modo que a representacao seja
valida.)

A Figura 7.2 nos mostra a funcao probabilidade de massa da Normal para 4 pares de
parametros. Observe que a densidade é simétrica em torno do parametro u, e quanto menor
o parametro o mais concentrada é a densidade em torno deste parametro p. Pode-se provar
que os pontos i — o e pu+ o sao os pontos de inflexdo do grafico de fx. Veremos adiante
que i e 0 sdo iguais a esperanca e a variancia da distribuicio normal, respectivamente. Se
i =0 e o? =1 chamamos esta densidade de normal padrao ou normal reduzida.

1
p= 0ol =02
09 b p=0a0=10
p=0.0=50
08 F fi=-2,a =05
07 b
06 b
05 r
04
03
0.2 | =
"'-_IF o
1 - —
O — : —
5 4 3 -2 | 0 I 2 i 4 5

Se X ~ N (u,0), temos que sua esperanga é dada por:

ee 1 —(z—p)?
EX = T e 22 dx.
/oo o\ 2r

Fazendo a mudanga de variavel y = *-£, temos

°°0'y+u - /°° oy =? /
EX = dy £ + et g =0+
/_oo o € - *2 Y o Yy p= [

Para o céalculo do segundo momento, vamos também realizar a mudanca de variavel
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y = =~ logo

1 o 22
E(XQ) = — (oy + p)’e 2 dz
\/_ /
e 2 dz + 2uo—— /

\/27‘(‘

2

+ 2—/ e
a V2T J oo

A segunda parcela, pela resultado da esperanca da normal padrao é igual a zero. A ultima
parcela pelo resultado da integral da densidade da normal, temos que ¢é igual a ,u Para

calcular a primeira parcela, vamos usar integral por partes onde u = z e dv = ze 2 . Assim
obtemos

2 o =22 * =2 2
B = =Tt [ eFan v

= a2+u2.

O seguinte teorema afirma que transformacoes lineares de variaveis aleatorias com dis-
tribuicao normal também sao distribuidas normalmente.

Teorema 7.2.1: Se X ~ N(u,0%) eseY =aX +b, ondea >0 eb € IR, entio Y terd
distribuicio N(ap + b,a*c?).

Prova: Note que

Fy(y) = P(Y <y)= P(X < L=

a a

Derivando a expressao acima em relacao a y, temos

1, y—>b 1 —(MF—w? 1 (u=(btam)?
= — = e 202 = [ 20202 3
fr() an( a ) V2rao 2raoc

ou seja, Y ~ N(au + b,a*c?). 1

Corolério 7.2.2: Se X ~ N(u,0?), entio Y = =£ tem distribuicao normal padrao.

Pode-se provar que se X; ~ N(u;,0?) sdo independentes, e a; € IR, para i = 1,2,3,.
entao Y = c+ > " a;X; também tem distribui¢do normal com média EY = ¢ + Zi:l az,uZ
e variancia VarY = 37" (a;04)%.
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7.2.1 Tabulacao da Distribuicao Normal

Se X ~ N(0,1), entao

1 22
e 2 dzx.

P(a<X§b):/ab

Esta integral nao pode ser resolvida analiticamente, contudo métodos de integracao numérica
podem ser empregados para calcular integrais da forma acima e de fato valores de P(X < s)

existem em varias tabelas. A funcao de distribuicao acumulada de uma normal padrao é usu-
2

almente denotada por ®. Portanto, temos que ®(s) = f_soo #e%dx. Entao, consultando
valores de ® em uma tabela, podemos determinar que P(a < X < b) = ®(b) — ®(a).
Utilizando o resultado do Corolario 7.2.2 e valores de ®, podemos obter para qualquer

X ~ N(u,0?), o valor de P(a < X < b):

27

a—u<X—u<b—u)

Pla< X <b)=P(— - -

A Yl

o o

Em especial podemos estar interessados em calcular P(u — ko < X < p + ko), usando o
resultado acima temos que esta probabilidade é igual a ®(k) — ®(—k).

Da simetria em torno de zero da normal padrao, temos que ®(s) = P(X <s)=P(X >
—s) = 1 — ®(—s) para qualquer valor de s. Esta relagao pode ser 1til, pois freqiientemente
tabelas da distribuicao normal s6 possuem os valores positivos de s.

Exemplo 7.2.3: Suponha que X tenha uma distribui¢ao N(2;0,16). Empregando a tabua
de distribui¢ao normal, calcule as seguintes probabilidades:

(a) P(X >23).
(b) P(1,8 < X <2.]1).
Solugao: Parte (a),

2,3—2

P(X>23)=1-P(23)=1- (7

) =1—®(0,75) = 1 — 0,7734 = 0,2266.

Parte (b),

2,1 —2) (1,8—2
0,4 0,4

P(18< X <2,1) =& ) = ®(0,25)—®(—0,5) = 0,5987—0,3085 = 0,2902.

Exemplo 7.2.4: Um equipamento com dois terminais com uma resisténcia equivalente de
1 Megohm opera em uma sala com temperatura de 300K. A voltagem térmica V que ele gera
é observada na banda de 1,5GHz até 2,5GHz. Qual é a probabilidade que a magnitude da
voltagem exceda 8 milivolts? Assuma que V ~ N(0,0?), onde 0? = 4sTRB, k é a constante
de Boltzman que ¢ igual a 1,38 x 10723, V é medido em volts, T' é medido em graus Kelvin,
R medido em ohms, e B medido em Hertz.
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Solugao: Das informacoes podemos calcular que o2 = 4(1,38 x 10723)(300)(10°)(10°) =
16,5 x 107%. Logo, o ~ 0,004. Portanto,

0,008 — 0
0,004

—0,008 — 0

P([V| > 0,008) = P(V > 0,008) + P(V < —0,008) = (1 — &( 0

)+ &( )

=1—3(2) + D(—2) =2(1 — D(2)) = 2(1 — 0,9772) = 0,456.

7.3 Exponencial

Dizemos que X tem uma distribuicao Ezponencial com parametro A, onde A\ > 0 é um
ntmero real, se a funcao densidade de X é igual a

fx(z) = Xe™U(x),

onde U(x) = Ij)(x) é conhecida como fun¢io degrau.
A Figura 7.3 mostra a funcao densidade exponencial para A = 0,5, A=1,e A\ = 1,5.

1.5

L4 s,

1.3 B
12 b
1.1 \
1F \
09 b
08 b
o7 b
o6 b
05 b
04}
03 b
0z b
[N
0

[
s B
-
Jll

0 |
A densidade exponencial pode ser utilizada para modelar os seguintes fenomenos: tempo
de vida de componentes que falham sem efeito de idade; tempo de espera entre sucessivas
chegadas de fotons, emissoes de elétrons de um cétodo, ou chegadas de consumidores; e
duracao de chamadas telefonicas.
Se X ~ Exp(\), entdo X possui densidade igual a fx(x) = e **U(x). Logo, temos que
sua esperanca é dada por:

e—)\cc

EX = / e Mdr = —xe ¥ +/ e Mdy = —— | =~
0 0 A

Para o célculo da variancia, vamos calcular o segundo momento:

(e.0) o 2
EX? = / 2*he Mdr = —x2e M| + 2/ re Mdr = ’eh
0 0

Portanto,

2 1 1
2 2
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A distribuicao exponencial também possui a propriedade de falta de memoria, ou seja,
para quaisquer s > 0 e ¢ > 0, temos

P(X >s+tX >s)=P(X >1).

Para verificar este fato, note que

P(X>s+t,X>s) P(X>s+1t)
P(X >s+tX >s)= PX > ) = PX > )

[e.e]

P(X >s+1) = / Ae Mdy = [—e M]3, = e ),
s+t

Similarmente, temos que P(X > s) = e~**. Portanto,
P(X>s+t|X >s)=eM=P(X >1).

Exemplo 7.3.1: Observa-se que um tipo particular de chip é igualmente provavel durar
menos que 5.000 horas ou mais que 5.000 horas. Determine:

(a) Determine o tempo de duragao médio de um chip deste tipo.

(b) Qual a probabilidade que o chip durara menos de 1.000 horas ou mais de 10.000 horas?

Solugao: Seja X o tempo de duracao de um chip deste tipo. Tempos que X tem uma

distribuigao exponencial, devemos agora determinar seu parametro. Sabe-se que P(X <

5000) = P(X > 5000), e como P(X < 5000) + P(X > 5000) = 1, temos que P(X <
5000) = 0,5. Portanto, 1 — e %) = 05 ou seja, A = 15%%3. Entao, o tempo de duracao
500

médio deste tipo de chip é ﬁ horas.

Para calcular a probabilidade desejada temos que

log 2

P([X < 1000] U[X > 10000]) = P(X < 1000) + P(X >10000) = 1 — ¢~ 5 4 ¢ 21¢?
=1—(2)75 4 (2)72=1-0,8706 + 0,25 = 0,3794.

7.4 Cauchy

Dizemos que X tem uma distribuicao Cauchy com parametro zo e v > 0, se a funcao
densidade de X é igual a

1 g
fx(@) = T 2+ (x—x0)*

A Figura 7.4 mostra a fun¢ao densidade Cauchy para alguns pares de parametros.

Pode-se provar que a razao entre duas variaveis aleatérias com distribuicao Normal padrao
independentes tem uma distribuicao Cauchy com parametros zo =0 e v = 1.

Se X ~ Cauchy(zg,7), entdo X nao é integravel, ou seja £X nao esta definida, pois:

[t
- sdr = —00, e
—o0 T ”}/—i-(.T—JZO)

[5 si=ae
— - xr = OQ.
o T P (@—a)
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0.7 - < v = ¥ T . 5
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7.5 Qui-quadrado

Dizemos que X tem uma distribuicao Qui-quadrado com parametro n, onde n é nimero
natural, se a funcao densidade de X é igual a

pn/2=1p—x/2

= (g2 )

fx(z)
onde I'(p) = fooo 2P te%dx para p > 0 é a funcdo gama. n é conhecido como ntimero de
graus de liberdade da distribuicao Qui-quadrado.

A Figura 7.5 mostra a funcao densidade Qui-quadrado para 1, 2, 3, 4, e 5 graus de
liberdade.

1.0

(L&
(4

0.4

Pode-se provar que se X, Xo, X3,..., X, sao n variaveis aleatorias independentes com
densidade normal padrao, entdao X = X7 + X2+ ---+ X2 tem densidade Qui-quadrado com
n graus de liberdade. A distribuicao Qui-quadrado tem inimeras aplicacoes em inferéncia
estatistica. Por exemplo, na estimacao de variancias. Pode-se provar que EX =ne VarX =
2n.
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7.0 t de Student

Dizemos que X tem uma distribuicao t de Student com parametro n, onde n ¢ nimero
natural, se a funcao densidade de X é igual a

Cl(n+1)/2] T2 —(nt1)
S AN Nt el N
5 = Fhpn/m )T
onde n é conhecido como nimero de graus de liberdade da distribuicao t de Student.
A Figura 7.6 mostra a funcao densidade t de Student para 1, 2, 5, 10 e infinitos graus de
liberdade.

Note que se n = 1, temos que a distribuicao t de Student é igual a distribuicao Cau-
chy(0,1). Se n — o0, a distribuigao t de Student converge para a distribui¢do normal padrao.
Pode-se provar que se Z é uma distribuicao normal padrao independente de V' que tem dis-
tribuicao Qui-quadrado com n graus de liberdade, entao X = LV tem uma distribuicao ¢

de Student com n graus de liberdade. A distribuicao t de Student é bastante utilizada em
inferéncia estatistica. Por exemplo, pode-se utiliza-la para calcular intervalos de confianca
para a média de uma amostra quando a variancia da populacao nao é conhecida. Pode-se

provar que se n > 1, entdao EX = 0; que se n > 2, entao VarX = 5.

7.7 A Distribuicao Normal Bivariada

Vamos agora dar o exemplo de uma distribuicao conjunta de varidveis aleatorias continuas.
Dizemos que o vetor aleatorio (X, Y") possui distribui¢do normal bivariada quando tem den-
sidade dada por

1 1 T— Mg o X~ Hiy Y — [ Y — M2 o
Sy —1_p26Xp{_2(1_p2)[( ol ) 2p( o1 )( o >+( s )]},

onde 01 > 0,00 >0, -1 < p<1,u € IR, us € IR.

Se p = 0, esta densidade fatora e temos que X e Y sao independentes. Se p # 0, esta
densidade nao fatora e X e Y nao sao independentes. Além disso, a distribuicao normal
bivariada satisfaz as seguintes propriedades:

fx,y) =
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1. As distribuicdes marginais de X e de Y sdao N(uy,07) e N(uo,03), respectivamente.

2. O parametro p é igual ao coeficiente de correlagao entre X e Y.

3. As distribuicoes condicionais de X dado que Y = y e de Y dado que X = x sao,
respectivamente, N (i1 + pZt(y — pi2),07(1 — p?)) e N(pa + pZ(y — pun), 03(1 — p?)).

A Figura 7.7 nos mostra a fun¢ao densidade da normal bivariada, onde p = p; = oy =0

601:0'2:1.

0.151
0,11

0.057
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Capitulo 8

Analise Exploratéria de Dados

8.1 Resumo de Dados

8.1.1 Tipos de Variaveis

Quando se faz um experimento cientifico, em geral queremos observar os resultados referen-
tes a alguma caracteristica de interesse. Tais caracteristicas de interesse sao denominadas
varidveis. Por exemplo, podemos estar interessados no tempo de vida ttil de um dado equi-
pamento eletronico. As variaveis podem ser classificadas como qualitativas quando descrevem
possiveis atributos de um dado experimento ou quantitativas quando descrevem possiveis ni-
meros resultantes de um processo de contagem ou mensuragao. Por exemplo, a marca e o
modelo de um equipamento eletronico sao variaveis qualitativas, porém o temo de vida tutil
é uma variavel quantitativa.

As variaveis qualitativas podem ser classificadas como nominais ou ordinais dependendo
se existe ou nao uma ordem natural em seus possiveis resultados. No exemplo anterior tanto
a marca como o modelo sao variaveis nominais. Para um exemplo de uma variavel ordinal,
considere o grau de escolaridade de um individuo em uma dada pesquisa.

As variaveis quantitativas podem ser classificadas como discretas ou continuas depen-
dendo se o conjunto de possiveis resultados ¢ um conjunto enumeravel ou nao enumeravel.
O tempo de vida 1util de um equipamento pode ser considerado como uma variavel continua.
Ja o numero de fo6tons emitidos por uma fonte radioativa é uma variavel discreta.

Em algumas situacoes podem se atribuir valores numéricos aos diversos atributos ou
classes de uma variavel qualitativa para que se possa efetuar uma analise como se esta
fosse quantitativa, desde que haja alguma possivel interpretacao desta atribuicao. Um caso
bastante util é no caso de uma variavel dicotomica, ou seja, que assume apenas dois possiveis
valores. Por exemplo, o sexo de um individuo em uma dada observagao. Pode-se neste caso
associar-se o valor zero a um sexo e o valor 1 ao outro.

Um outro possivel critério para classificar varidveis ¢ em funcao da escala de medida
adotada para se analisar o resultado do experimento. As escalas de medidas podem ser:
nominais, ordinais, intervalares, e de razao.

e Uma escala nominal é utilizada para classificar os resultados de um experimento, por
exemplo, se dado equipamento falhou ou nao durante o periodo de estudo, a marca e
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o modelo do equipamento em questao.

e Uma escala ordinal além de classificar os resultados também pode ser utilizada para
estabelecer uma ordem entre as diferentes classes de possiveis resultados, por exemplo,
grau de escolaridade de um individuo, classe socio-econémica de um individuo, posicao
que um dado individuo conclui uma certa corrida. Transformacoes que preservam a
ordem nao alteram a estrutura de uma classe ordinal.

e Uma escala intervalar pode ser utilizada para além de classificar e ordenar os resultados
também quantificar a diferenca entre as classes. Nesta escala necessitamos estabelecer
uma origem arbitraria e uma unidade de medida nesta escala. Por exemplo, a tem-
peratura de um dado equipamento em funcionamento medida em graus centigrados
constitui uma medida numa escala intervalar. Considere o caso em que temos trés
equipamentos E1, E2, e E3, operando em temperaturas de 40, 45 e 80 graus centi-
grados, respectivamente. E valido afirmar que a diferenca de temperatura entre E3
e E2 é 7 vezes maior que a diferenca de temperatura entre E2 e E1. Contudo, neste
escala nao faz sentido afirmar que E3 tem uma temperatura 2 vezes maior que El,
pois lembre que a origem e a unidade de graus centigrados escolhidas sao arbitrarias,
se estivéssemos medindo a temperatura em graus Fahrenheits nao se observaria esta
relagao.

e Uma escala de razao podem ser utilizada para além de classificar e ordenar os resultados
também estabelecer quao maior é um resultado que outro. A diferenca com a escala
intervalar é que agora existe um zero bem definido neste escala. A altura de um
individuo, o tempo até ocorréncia de um dado evento, o nimero de ocorréncias de um
dado evento em um dado intervalo de tempo sao exemplos de medidas que utilizam
uma escala de razao. Observe que se no caso em que temos dois equipamentos E1 e
E2 com tempo de vida ttil de 100h e 200h, respectivamente. E valido afirmar que o
tempo de vida tutil de E2 é o dobro do tempo de vida ttil de E1.

8.1.2 Distribuicoes de Freqiiéncias

Considere a seguinte tabela que contém informacgoes sobre alguns empregados de uma com-

panhia.

No. | Est. Civil | Grau de Instrucao | No. de Filhos | Salario | Idade | Sexo
1 S Médio 0 3 34 F
2 C Superior 2 5) 25 M
3 C Fundamental 1 4 46 M
4 C Fundamental 3 5,5 32 M
5 S Médio 1 7,3 23 F
6 C Médio 2 3,5 39 M
7 S Superior 3 10 50 M
8 C Médio 4 6 47 M
9 C Médio 0 2 21 F
10 S Médio 1 3,7 33 M
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Uma maneira util de se descrever os resultados das variaveis é através das medidas de
freqiiéncia, freqiiéncia relativa (proporgao), e porcentagem. Por exemplo, vamos considerar
a variavel Grau de Instrucao na tabela anterior anterior. A freqiiéncia de uma dada classe
nada mais é do que o nimero de vezes que determinada classe ocorreu nos resultados do
experimento. A freqiiéncia relativa nada mais é que a proporcao de vezes que dada classe
ocorreu em relacao ao nimero total de individuos que participaram do experimento. A
porcentagem ¢ igual a 100 vezes a freqiiéncia relativa. A tabela abaixo é conhecida como
tabela de freqiiéncia para a variavel Grau de Instrucao.

Grau de Instrucdo | Freqiiéncia (n;) | Freqiiéncia Relativa (f;) | Porcentagem 100 f;
Fundamental 2 0,2 20
Médio 6 0,6 60
Superior 2 0,2 20
Total 10 1 100

Quando desejamos comparar esta variavel grau de instrugao entre diferentes empresas,
deve-se usar ou a freqiiéncia relativa ou a porcentagem, pois possuem o mesmo total para
qualquer empresa, enquanto o niimero total de empregados varia de empresa para empresa.

Em geral, quando construimos uma tabela de freqiiéncia estamos interessados em resumir
os resultados no que diz respeito a uma dada classe. No caso de uma varidvel quantitativa,
as vezes se faz necessario que dividamos em intervalos os possiveis resultados do experimento
para esta variavel, pois caso contrario pode ocorrer que cada resultado ocorra somente um
nimero pequeno de vezes e nao se possa resumir a informacao a respeito da dada variavel.
Esta situacao ocorre freqiientemente no caso de varidveis que assumem valores reais. No
nosso exemplo anterior, suponha que queiramos construir uma tabela de freqiiéncia para a
variavel Salario. Neste caso, podemos considerar intervalos de tamanho 3 para construir a
seguinte tabela:

Salario | Freqiiéncia (n;) | Freqiiéncia Relativa (f;) | Porcentagem 100 f;
[0,3) 1 0,1 10

3,6) 6 0,6 60

[6,9) 2 0,2 20

[9,12) 1 0,1 10

Total 10 1 100

A escolha dos intervalos acima em geral é arbitraria, dependendo do contexto cada pro-
fissional pode escolher um conjunto diferente de intervalos. A tnica restricao que tal escolha
deve satisfazer é que estes intervalo sejam disjuntos e que cubram todos os valores que foram
obtidos pela variavel no experimento. Se escolhermos poucos intervalos, perdemos informa-
¢ao, pois note que a tabela s6 afirma que 6 pessoas tém salario entre 3 e 6 salarios minimos
sem especificar qual o salario exato deles. Por outro lado, se escolhermos muitos intervalos,
entao nossa intencao de resumir os resultados do experimento nao é cumprida. Em geral,
recomenda-se o uso de 5 a 15 intervalos de comprimentos iguais.
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8.1.3 Representacao Grafica

Variaveis Qualitativas

Existem varios tipos de graficos para representar a distribuicao dos dados de uma variavel
qualitativa. Os dois mais utilizados sao: o grdfico de barras e o grifico de setores ou pizza.

O grafico de barras consiste em construir retangulos ou barras, uma para cada classe, em
que uma das dimensoes é proporcional a freqiiéncia de ocorréncia desta classe, e a outra di-
mensao é arbitraria porém igual para todas as barras. As barras sao dispostas paralelamente
umas as outras, horizontal ou verticalmente.

O grafico de setores destina-se a representar a composi¢ao, usualmente em porcentagem,
de partes de um todo. Consiste de um circulo de raio arbitrario, representando o todo,
dividido em setores, sendo que cada setor corresponde a uma classe e tem &rea proporcional
a freqiiéncia relativa de ocorréncia desta classe.

Variaveis Quantitativas

Para uma variavel quantitativa discreta podemos também utilizar um grafico de barras como
no caso de variaveis quantitativas, onde agora temos uma barra para cada possivel valor que a
variavel pode assumir. Também podemos considerar um grafico de dispersao unidimensional
onde desenhamos apenas pontos no plano cartesiano da forma (z;,n;), isto é, onde a abscissa
do ponto é um possivel valor da variavel e a ordenada é a freqiiéncia de ocorréncia deste
valor.

Uma outra alternativa de grafico para variavel quantitativa que é muito 1til no caso de
variaveis continuas é conhecida como histograma.

Para a construgao de um histograma, o primeiro passo é definir os intervalos contiguos e
disjuntos que cubram todos os resultados observados. Uma vez definidos os intervalos, um
histograma nada mais é do que um grafico de barras contiguas, onde a base é proporcional ao
comprimento do intervalo e a area da barra é proporcional a freqiiéncia relativa de ocorréncia
de intervalos neste dado intervalo. Logo, se o i-ésimo intervalo tem comprimento A; e a
freqiiéncia relativa de ocorréncia de resultados neste intervalo é f;, entao a altura da barra
deve ser proporcional a f;/A;, que é chamada de densidade de freqiiéncia da i-ésima classe.
Com essa convencgao a area total do histograma deve ser proporcional a 1.

Exemplo 8.1.1: Duzentas baterias automotivas de uma dada marca foram testadas quanto
a sua vida util. Os resultados do teste em meses sao reportados na tabela abaixo:

Durabilidade | Freq. Relativa
0F3 0,02
3-6 0,05
69 0,15
9 12 0,25

12+ 15 0,30
15+ 18 0,23

(a) Construa um histograma referente a tabela acima.
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(b) Quantas baterias, em 1000 fabricadas, serdo repostas pelo fabricante se a garantia for
de 6 meses?

8.1.4 Medidas de Posicao

Vimos como um resumo dos resultados (dados) através de uma tabela de freqiiéncia pode
ser util para a descricao dos mesmos. Muitas vezes porém estaremos interessados em apenas
um ou alguns valores que possam representar todos os resultados de uma dada variavel. As
medidas de posigao mais utilizadas sao: média (aritmética), mediana, ou moda.

A moda de uma variavel é definida como sendo o seu resultado mais freqiiente durante o
experimento. Por exemplo, na tabela anterior, considere a variavel ntimero de filhos, vemos
que 1 é a realizacao mais freqiiente tendo ocorrido 3 vezes. A moda de uma variavel nao
necessariamente é tnica, se houver empate entre a freqiiéncia de ocorréncia de mais de dos
possiveis resultados, entao todos estes serao moda da variavel em questdo. A moda nao
necessariamente é numeérica, por exemplo, a moda da variavel Grau de Instrucao ¢ médio,
pois este é o grau de instrugao mais freqiiente entre os funcionarios da companhia.

A média (aritmética) de uma variavel é a soma dos seus resultados divididos pelo nimero
total de resultados obtidos. Portanto, a média aritmética da variavel nimero de filhos é:
17/10. Note que apenas faz sentido calcular média de variaveis quantitativas.

A mediana é o resultado que ocupa a posicao central da série de observacoes, quando estes
estao ordenados em ordem crescente. Quando o niimero de observacoes for par e a variavel for
quantitativa, usa-se a média aritmética das duas observacoes centrais como sendo a mediana.
Por exemplo, considere a variavel salario as observagoes desta variavel foram: 2, 3, 3.5, 3,7, 4,
5, 5,5, 6, 7,3, 10. As duas observacoes centrais sao 4 e 5, logo a mediana desta variavel é 4,5.
Quando o numero de observagoes for par e a variavel for ordinal, define-se ambas as classes
das duas observagoes centrais e todas as outras classes entre elas como sendo medianas.
Portanto, podemos definir a mediana para qualquer variavel ordinal ou quantitativa.

Note que a presenca de valores extremos ou muito pequenos ou muito grandes em com-
paragao com os demais valores de uma variavel, alteram significativamente sua média. Por
outro lado, o valor da mediana nao se altera muito com a presenca destes valores extremos
e por isso as vezes é mais recomendado o uso da mediana para representar a posicao de uma
variavel. Por exemplo, se o individuo que ganha 10 salarios minimos passasse a ganhar 100,
a média dos salarios passaria de 5 para 14, enquanto a mediana permaneceria igual a 4,5.

A determinacao de medidas de posicao para uma variavel quantitativa continua, através
de sua distribuicao de freqiiéncias, exige aproximacoes, pois perdemos as informacoes dos
valores das observacoes. Para o calculo da média, uma aproximacao razoavel é supor que
todos os valores dentro de uma classe tenham seus valores iguais ao ponto médio desta classe,
0 que nos deixa na mesma situacao para utilizarmos o procedimento anterior. A moda é
definida como sendo o ponto médio da classe de maior freqiiéncia. No caso da mediana,
podemos ainda obter uma estimativa mais aproximada considerando que as ocorréncias em
cada classe sao uniformemente distribuidas, e deste modo calculando a mediana através de
uma proporc¢ao, como no exemplo a seguir.

Exemplo 8.1.2: O ntmero de divorcios na cidade, de acordo com a duracao do casamento,
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Anos de Casamento | No. de Divorcios
06 2.800
i . 6F12 1.400
esta representado na tabela abaixo: 121 18 600
18+ 24 150
24 - 30 50

(a) Construa o histograma da distribuigao.

(b) Qual a duracao média dos casamentos? E a mediana? E a moda?

Solugao: (a) Para a construgao do histograma note que a freqiiéncia relativa das 5
classes sdo, respectivamente: 14/25, 7/25, 3/25, 3/100, e 1/100. Como cada classe tem
comprimento 6, a altura de cada barra no histograma deve ser 1/6 da freqiiéncia relativa da
sua classe correspondente.

(b) Para o calculo da média, devemos utilizar a aproximagao de cada classe pelo seu
ponto médio deste modo:

T = (3 x (14/25)) + (9 x (7/25)) + (15 x (3/25)) + (21 x (3/100)) + (27 x (1/100)) = 6,9.

Para o calculo da mediana observe que a primeira classe ja contém mais de 50% das obser-
vagoes, como a mediana deve ser o valor para o qual 50% dos valores sao menores que a
mediana, entao podemos determinar a mediana através de uma proporcao: o intervalo de 0
a 6 contém 56% das observacoes, o intervalo de 0 até a mediana deve conter 50%, entao

md 6

50 56’
portanto, md = 5,36. Como a classe de maior freqiiéncia é a primeira, temos que a moda é
igual a 3. 1

8.1.5 Medidas de Dispersao

As medidas de posicao que vimos na secao anterior, nos dao informacao sobre a posicao
central dos resultados mas nao nos fornecem nenhuma informacao sobre a variabilidade dos
resultados. Para tanto, precisamos de medidas de dispersao. Por exemplo, considere dois
grupos de resultados de uma certa variavel: Grupo 1 - 3,4,5,6,7; e Grupo 2 - 1,3,5,7,9.
Ambos grupos possuem a mesma média e mediana que é igual a 5, porém os resultados do
Grupo 1 estao mais aglutinados ao redor deste valor. Medidas de dispersao sao utilizadas
para mensurar esta variabilidade. As duas medidas de dispersao mais utilizadas sao: desvio
médio e variancia. Estas medidas analisam quao distante da média estao os resultados.
Seja T a média dos resultados do experimento. Para cada valor z; do resultado podemos
definir a distancia entre x; e T de diversas maneiras. O desvio médio é calculado considerando
distancia como sendo o valor absoluto da diferenca entre x; e T. Formalmente, temos

dm(X) = 2

n
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2+140+142
5

Logo, para o Grupo 1, o desvio médio é = 1,2. Para o Grupo 2, o desvio médio é
442404244 _ 9 4
5 — 4=

A variancia, por sua vez, é calculada considerando como distancia o quadrado da diferenca
entre x; e T. Logo, temos que

" (z; —7T)? " (2?2 — 22,7 + T2
UCLT(X) — Zz:l(i .’L’) — 21_1(‘rz - Lik £ ) (81)
_ D T _ 2f2?:1 Tiy g2 D T _ =2
n n n

Logo, para o Grupo 1, a variancia é w = 2. Para o Grupo 2, a variancia é

w = 8. Como a varidncia é uma medida de dimensao igual ao quadrado da dimen-
sao dos resultados, é freqiiente usar a medida do desvio padrao, que é igual a raiz quadrada
da variancia, como medida de dispersao. Assim como a média, as medidas de dispersao sao
afetadas de forma excessiva por valores extremos.

No caso de variaveis continuas descritas através de sua distribuicao de freqiiéncias, para
o calculo de medidas de dispersao também devemos aproximar cada classe pelo seu ponto
meédio e proceder como anteriormente.

Exemplo 8.1.3: Determine a variancia do nimero de divorcios do Exemplo 8.1.2.
Solugao: Devemos aproximar cada classe pelo valor do seu ponto médio, entao:

varX = (9x(14/25))+(81x(7/25))+(225x (3/25))+(441x (3/100)) +(729x (1/100))— (6,9%) = 27,63.

8.1.6 Quantis

Apenas a informacao da medida de posicao e de dispersao nao nos dao informacao a respeito
da simetria ou assimetria da distribuicao dos resultados. Os quantis sao medidas que servem
para informar a este respeito. Vimos que a mediana é uma medida tal que metade dos
resultados sao menores e a outra metade é maior que a mediana. Analogamente, podemos
definir um quantil de ordem p ou p-quantil, indicado por ¢(p), onde p é uma propor¢ao
qualquer, 0 < p < 1, tal que 100p% dos resultados sejam menores que ¢(p). Existem alguns
quantis que sdo usados mais freqiientemente e recebem nomes particulares: ¢(0,25) é o lo.
quartil ou 250. percentil; ¢(0,5) é a mediana, 50. decil, ou 500. percentil; ¢(0,75) é o terceiro
quartil ou 750. percentil; e ¢(0,95) é o 950. percentil.

Por exemplo, se temos uma colegao de n resultados, como deveriamos definir ¢(1/n)? Seja
) < z(2) < -+ < T(n) uma reordenacao dos resultados em ordem crescente, conhecida como
estatistica de ordem dos resultados. Entao, em analogia com a definicao da mediana, o quantil
q(1/n) é definido como sendo a média aritmética entre (1) e z(2), de modo que exatamente
100/n% dos resultados sao menores que g(1/n). Similarmente, o quantil ¢(2/n) é definido
como sendo a média aritmética entre (o) e (3). Mas neste caso como ¢(1/n) <z < ¢(2/n),
o resultado x(2) deve corresponder a um quantil ¢(p), onde % <p< % Para a definicao
formal dos quantis assume-se linearidade entre os quantis da forma g(m/n), para m < n.
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Entao, como z () = —Q(l/");q@/n)

, T(2) € igual ao quantil q(%j) = ¢(3). Em geral, seguindo o

izl i . .
mesmo argumento, z(; é igual ao quantil ¢(—= 2+") =q(3%1) = q(ﬁ?ﬁ), parai=1,2,...,n.

Contudo, dependendo do valor de p, precisamos ter cuidado ao definir o quantil. Se

p < %, como (1) ¢ o menor valor observado dos resultados e é igual ao quantil q(%),

define-se ¢(p) como sendo igual a x(;). Similarmente, se p > 2’;;1, como () ¢ 0 maior valor
observado dos resultados e é igual ao quantil q("_f’S), define-se ¢(p) como sendo igual a z(,).
Finalmente, se p = a% +(1— a)%, onde 0 < o < 1, entao define-se ¢(p) como sendo
igual a ax_1) + (1 — )z().
Resumindo, temos que
1
T(1) , Se p < n?
2n—1
o Z(n) , sep> TR
q<p> g0 , S€ P = 2;;17

axi_) + (1 —a)zg ,sep= a% +(1—a)2t onde 0 < a < 1.

Exemplo 8.1.4: Considere os resultados de um teste foram: 3,4,5,6, ¢ 7. Vamos determinar
(a) ¢(0,05), (b) ¢(0,25), e (c) ¢(0,75).

Solugao: Para (a), como 0,05 < %, temos que ¢(0,05) = 3. Para (b), note que 0,25 =
a(0,1)+(1—«)0,3, se & = 1/4. Portanto, ¢(0,25) = (1/4)34(3/4)4 = 15/4. Finalmente, para
(¢), note que 0,75 = «(0,7) + (1 — «)0,9, se a = 3/4. Portanto, ¢(0,75) = (3/4)6 + (1/4)7 =
25/4. I

Uma medida de dispersao alternativa é a distdncia interquartil, d,, definida como sendo
a diferenga entre o terceiro e o primeiro quartil, isto é, d, = ¢(0,75) — ¢(0,25).

Os cinco valores (1), ¢(0,25), ¢(0,5), ¢(0,75), e z(,) sdo importantes para se ter uma idéia
a respeito da assimetria da distribuicao dos dados. Para se ter uma distribuicao aproxima-
damente simétrica, precisamos ter:

(a) q(0,5) — :1:(1) ~ x(n) — q(0,5);
(b) 4(0,5) —(0,25) ~ ¢(0,75) — q(0,5); e
(C) q<0a25) — X)) = X(n) — Q(0775>

Exemplo 8.1.5: O servico de atendimento ao consumidor de uma concessionaria de veiculos
recebe as reclamacoes dos clientes. Tendo em vista a melhoria na qualidade do atendimento
foram anotados o nimero de reclamacoes diarias nos ultimos 30 dias: 4, 5, 3, 4, 2, 6, 4, 1, 6,
5,3,4,4,5,2,3,6,5,4,2,2,3,4,3,3,2,1,1,5,e 2.

(a) Faga uma tabela de freqiiéncias desses dados.

(b) Determine o valor da média, moda, mediana, desvio padrao, e do lo. e 30. quartis
desta distribuicao de dados.

(¢) Com base nos valores obtidos na letra (b), vocé diria que esta é uma distribuigao
simétrica de dados?
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Solugao: A tabela de freqiiéncia dos dados é dada por:

No. de Reclamacoes | Freq. Relativa
1 3/30
2 6/30
3 6/30
4 7/30
5 5/30
6 3/30

A média dos dados é dada por:
T=(1x3/30)+(2x6/30)+ (3x6/30)+ (4 x7/30) + (5% 5/30) + (6 x 3/30) ~ 3,47.
A moda é igual a 4. A mediana é dada por 3,5. A variancia é dada por:
02 = (1x3/30)+(4x6/30)4(9%6/30)+ (16 x7/30)+(25x5/30) + (36 x 3/30) —3,47% ~ 2,16.

Logo, o desvio padrao ¢ igual aproximadamente a 1,47. O primeiro quartil ¢ dado por
T@) = 2, e o terceiro quartil ¢ dado por x(p3y = 5. Com estes resultados podemos observar
que

(&) ¢(0,5) —z) = 2,5 = x@m) — q(0,5);
(b) ¢(0,5) —q(0,25) = 1,5 = q(0,75) — q(0,5); e
(¢) 4(0,25) =zl = xn) — q(0,75).
Logo, podemos concluir que estes dados formam uma distribuicao simétrica. 1

No caso de variaveis continuas descritas através de sua distribuicao de freqiiéncias, para
o calculo dos quantis utilizamos uma metodologia similar a do cilculo da mediana, sendo
que agora ¢(p), 0 < p < 1, é calculado através de uma propor¢ao de forma que p% da éarea
do histograma esteja antes de ¢(p) e (1 — p)% esteja apos ¢(p), como no seguinte exemplo.

Exemplo 8.1.6: O ntmero de divorcios na cidade, de acordo com a duracao do casamento,

Anos de Casamento | No. de Divércios
0F6 2.800
) . 612 1.400
esta representado na tabela abaixo: 12- 18 600
18 24 150
24 + 30 50

(a) Encontre o lo. e o 90. decis.

(b) Qual o intervalo interquartil?
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Solugao: (a) Podemos encontrar o primeiro decil através de uma propor¢do, pois a
primeira classe contém 56% das observacoes, entao

logo, ¢(0,1) = 1,07. Para o nono decil note que as duas primeiras classes contém 84% das
observagoes, e as trés primeiras contém 96% das observagoes, entdo o nono decil deve estar
na terceira classe e podemos determina-lo também por uma proporcao:

q(0,9)—12 6
6 12
logo ¢(0,9) = 15.
Para obtermos o intervalo interquartil, precisamos encontrar o primeiro e o terceiro quartil
que podemos obter de maneira similar a parte (a).

q(0,25) 6

25 56’

logo, ¢(0,25) = 2,68. O terceiro quartil deve estar na segunda classe, entdo como a primeira
claase ja contém 56% das observagoes:

q(0,75) =6 6

19 28
logo, ¢(0,75) = 10,07. Portanto, o intervalo interquartil é [2,68;10,07]. I
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Capitulo 9

Distribuicoes Amostrais

9.1 Introducao

Quando vamos aplicar modelos probabilisticos em algum problema pratico, precisamos ter
uma informacao a respeito da distribuicao de probabilidade da variavel aleatoria de interesse.
Existem dois processos classicos para a obtencao da distribuicao de uma variavel aleatoria:
eduzir uma distribuicao a priori de um especialista da area, ou inferir a distribuicao a partir
de uma andlise de dados. Neste curso, nao trataremos de métodos de educao, mas nos
concentraremos em métodos de inferéncia.

9.2 Populacao e Amostra

Suponha que estivéssemos interessados na distribui¢ao do consumo mensal de energia elétrica
de todos os domicilios brasileiros. Caso tivéssemos meios de obter os valores para todos os
domicilios, poderiamos obter sua distribuicao exata e dai calcular parametros de posigcao
e dispersao, por exemplo. Nesse caso, nao necessitariamos de inferéncia estatistica, pois
terfamos acesso a todos os valores de interesse.

Porém, é raro a situagao em que se consegue obter a distribui¢ao exata de alguma variavel,
ou porque os custos sao muito elevados, ou o tempo para a coleta de tais dados é muito longo,
ou porque as vezes o experimento aleatorio que se realiza consiste de um processo destrutivo.
Por exemplo, poderiamos estar interessados em medir a tensao maxima de entrada que
um determinado tipo de estabilizador suporta. Nosso experimento poderia comecar com
tensao de 0 volts e ir aumentado gradativamente e definirifamos a tensao méaxima como a
tensao a partir da qual o estabilizador queimou. Deste modo se fossemos testar todos os
estabilizadores, nao restaria nenhum para ser vendido. Assim a solucao é selecionar parte
dos estabilizadores (amostra), analisa-la e inferir propriedades para todos os estabilizadores
(populagao). Esta questdo dentre outras é objeto de estudo da area de inferéncia estatistica.

Definicao 9.2.1: Popula¢ao é o conjunto de todos os elementos ou resultados sob investi-
gacao. Amostra é um subconjunto formado por elementos selecionados da populacao.

Freqiientemente, usa-se uma distribuicao de probabilidades como um modelo para uma
populacao. Por exemplo, um engenheiro de estruturas pode considerar como normalmente
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distribuida, com média p e variancia o? desconhecidas, a populacdo de resisténcias a tracao
de um elemento estrutural de um chassi. Usualmente se refere a isso como uma populagao
normal ou uma populagao distribuida normalmente.

Para outro exemplo, suponha que estejamos interessados em investigar se uma dada
moeda é honesta e para isso nos lancamos a moeda 50 vezes. Neste caso, a populacao pode
ser considerada como sendo a distribuicao de uma variavel aleatoria X que assume o valor
1, se ocorrer cara, e 0 em caso contrario, e tem distribuicao Bernoulli com parametro p
desconhecido. A amostra serd a seqiiencia binaria de comprimento 50.

Observe que neste dois ultimos caso a populagao foi especificada como sendo uma distri-
buicao de uma variavel aleatéria X que modela a caracteristica de interesse. Este artificio
exige a proposta de um modelo para a variavel X. Neste caso, é comum usar expressoes “a

I

populacdo f(x)” ou “a populacao das resisténcias X ~ N(u,o?)".

9.3 Selecao de uma Amostra

A fim de obtermos inferéncias realmente informativas a respeito de uma dada populacao,
precisa-se de cuidado com os métodos de selecao de uma amostra; é necessario que a amostra
seja representativa da populagao. Por exemplo, ao se fazer uma pesquisa de opiniao ptublica
a respeito de um dado governo, se escolhéssemos s6 pessoas que vivem em uma dada regiao
beneficiada por esse governo, a amostra pode nao ser representativa de toda a populagao, pois
esta contém pessoas que nao necessariamente foram diretamente beneficiadas pelo governo,
neste caso diz-se que a amostra é viesada. Neste curso, iremos apenas analisar o caso de
amostragem aleatoria simples.

9.3.1 Amostra Aleatéria Simples

Este procedimento é o método mais simples de selecionarmos uma amostra aleatoria de uma,
populacao e serve de base para outros métodos de amostragem mais complexos. No caso
de uma populacao finita, poderemos implementar este método numerando os elementos da
populacao e em seguida escolher um nimero ou olhando uma tabela de niimeros aleatérios
ou gerando nimeros aleatérios em um computador. Neste caso, todos os elementos da
populacao tém a mesma probabilidade de ser selecionados. Repete-se o processo até que n
elementos sejam selecionadas. Teremos uma amostragem com reposi¢ao, se for permitido
que uma unidade possa ser sorteada mais de uma vez, e sem reposi¢io, se o elemento for
removido da populacao. Do ponto de vista da quantidade de informacao contida na amostra,
amostrar sem reposicao é mais adequado. Contudo, a amostragem com reposicao, implica
que tenhamos independéncia entre os elementos selecionados e isto facilita o desenvolvimento
de propriedades de estimadores, conforme veremos adiante. Portanto, nos restringiremos ao
caso com reposicao. Em geral, temos a seguinte definicao de amostra aleatéria simples:

Definicao 9.3.1: Uma amostra aleatoria simples de tamanho n de uma populacao mode-
lada por uma variavel aleatoria X, com uma dada distribui¢ao, é um conjunto de n variaveis
aleatorias independentes X1, X5, ..., X,,, cada uma com a mesma distribuicao de X.
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Intuitivamente, X; representa a observacao do i-ésimo elemento sorteado. Portanto, no
caso de uma populacao X continua, com funcao densidade de probabilidade f, a funcao
densidade de probabilidade conjunta da amostra (X, Xs, ..., X,,), serd dada por:

le,XQ,...,Xn(x17x27 cee 7:En) = f(xl)f(x2) e f(flfn)

Quando geramos niimeros nimeros aleatérios em um programa, sabemos forma da distri-
buicao da variavel aleatéria que estamos simulando, e os parametros que estamos simulando.
Por exemplo, ao gerarmos 50 niimeros de uma distribuicao normal padrao, estamos obtendo
uma amostra aleatéria simples de tamanho 50 desta populacao normal. Se outra pessoa
observa apenas estes 50 ntimeros gerados, ela nao conheceré nada a respeito da distribuicao
que se gerou nem dos parametros dessa distribuicao que foram utilizados. O objetivo da
inferéncia estatistica é fornecer critérios para que se possa descobrir a forma da distribuicao
e/ou os parametros da popula¢io que gerou a amostra que se observa.

9.4 Estatisticas e Parametros

Uma vez obtida a amostra de uma dada populagao, muitas vezes estaremos interessados em
calcular alguma fun¢ao desta amostra. Por exemplo, a média da amostra (X;, Xo,...,X,)
é dada por

< - Xi+Xo+...+ X,

n

Como X ¢é uma funcao continua de variaveis aleatorias, ela também é uma variavel aleatoéria.
Definicao 9.4.1: Uma estatistica 7' é uma funcao de uma amostra X, Xo, ..., X,,.

As estatisticas mais comuns sao:

1. Média da amostra: X = (1/n) Y1, Xi;

2. Variancia da amostra: S = =31 (X; — X)%

3. O menor valor da amostra: X(;) = min(Xy, Xo,..., X,);
4. O maior valor da amostra: X,y = max(Xy, X, ..., X,);
5. Amplitude amostral: W = X,y — X(y);

6. A i-ésima maior observacao da amostra: X, @_1

Para diferenciar caracteristicas da amostra com caracteristicas da populacao, chama-se
de pardmetro uma medida usada para descrever uma caracteristica da populagao. Assim se
uma populacao for modelada por uma variavel aleatoria X, a esperanca e a variancia FX e
VarX, respectivamente, seriam parametros.

10s elementos da amostra ordenados, isto é, X(l) < X(g) <... < X(n), sdo conhecidos como estatisticas
de ordem da amostra.
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9.5 Distribuicoes Amostrails

Suponha que estejamos interessados em algum parametro 6 da populagao. Suponha que
decidimos usar uma estatistica 7' de uma amostra aleatoria simples X1, X, ..., X,, da popu-
lacao. Uma vez que a amostragem é realizada, pode-se calcular que T' = ¢, e é baseado neste
valor que faremos uma afirmacao sobre . Como vimos 7T sendo uma funcao de variaveis
aleatérias também é uma variavel aleatoria e, portanto, possui uma dada distribuicao. Esta
distribuicao ¢ conhecida como distribuicao amostral da estatistica T

Exemplo 9.5.1: Suponha que retiramos com reposicao todas as amostras de tamanho
2 da populagao {1,3,5,5,7}. A distribuigdo conjunta da amostra (X, X3) é dada por:
1 3 5) 7
111/25|1/25|2/25|1/25
311/25(1/25|2/25 | 1/25 | Vamos calcular entao a distribui¢ao da média amostral. Por
512/25 | 2/25 | 4/25 | 2/25
7
X
)

1/25 [ 1/25|2/25 | 1/25
exemplo, P(X = 3) = P(X; = 1,Xy, = 5) + P(X; = Xy, = 3) + P(X; = 5,X, =
1) = 5/25. Similarmente, os demais valores podem ser obtidos conforme tabela a seguir:
T 1 2 3 4 5 6 7

P(X=1)|1/25]2/255/25 [ 6/25 | 6/25 | 4/25 | 1/25

Exemplo 9.5.2: No caso do lancamento de uma moeda 50 vezes, usando como estatistica
X o numero de caras obtidas, a distribuicao amostral desta estatistica € uma binomial com
parametros n = 50 e p, onde p é a probabilidade de cara em um lancamento qualquer desta
moeda. Se estivermos interessados em saber se esta moeda ¢é honesta, ou seja, em checar
se p = 0,5, e soubermos que em 50 lancamentos ocorreram 36 caras podemos calcular que
Py5(X > 36) = 0,0013, ou seja, se a moeda for honesta, entao a probabilidade de se obterem
36 ou mais caras é igual a 0,0013, entao existe evidéncia que p deve ser diferente de 0,5. Por
outro lado, se obtivermos 29 caras, obtemos que P 5(X > 29) = 0,1611, entdo se a moeda
for honesta aproximadamente 1/6 das vezes observa-se um valor maior ou igual a 29, entao
nao temos dados suficientes para descartar a hipétese que a moeda seja honesta neste caso.

Exemplo 9.5.3: Uma populacao consiste de quatro ntimeros 1, 3, 5, e 7. Considere todas
as possiveis amostras de tamanho 2 de elementos que podem ser selecionadas com reposicao
desta populacao. Determine.

(a) A média e variancia populacional.

(b) A distribui¢ao da média e varidncia amostrais.

Solugao: A média populacional é dada por: p = 34547 = 4 e a variancia populacional

; 2,92, 52,72 . L, 1e Pa . .

¢ dada por g2 = EEEHT 42 — 5 Para determinarmos a média a varidncia amostrais
4 )

considere a seguinte tabela onde todos as possiveis amostras estao enumeradas:
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= 2

1 | X2 | X | S
111110
113122
1151138
11714118
311 12| 2
31313]0
315 4] 2
317158
o1 1 13| 8
5| 3 4] 2
315150
O | 7T |6 2
711 |4]18
7131158
715 16| 2
T 7|70

Como cada uma das possiveis amostrais tem probabilidade 1/16, temos que a distribuigao
da média amostral e da variancia amostral sao respectivamente descritas pelas tabelas a
seguir:

T 1 2 3 4 5 6 7
P(X =7) | 1/16 | 2/16 | 3/16 | 4/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16

52 0 2 8 | 18
P(S*=5?) [4/16 | 6/16 | 4/16 | 2/16

Para algumas estatisticas nao conseguiremos obter analiticamente sua distribui¢ao amos-
tral, entao podemos simular um niimero grande de amostras diferentes e calcular a estatisticas
de cada uma dessas amostras para obter uma distribuicao amostral empirica da estatistica
de interesse. Por exemplo, para obter a mediana das alturas de amostras de 5 mulheres reti-
radas da populagdo X ~ N(167,25), podemos gerar, via qualquer software, 200 amostras de
tamanho 5 desta populagao, determinar a mediana de cada uma dessas amostras e calcular
medidas de posicao e dispersao dos valores das medianas obtidos com essas amostras, bem
como representacao graficas destes valores.

9.5.1 Distribuicao Amostral da Média Amostral

Vamos agora estudar a distribuicdo amostral da média amostral X. Antes de obtermos
informagoes sobre a forma desta distribuicao, podemos determinar a esperanca e a variancia
da distribuicao amostral de X.

Teorema 9.5.4: Seja X uma varidvel aleatoria com média pi e variancia o2, e seja (X1, Xo, . . .

uma amostra aleatoria simples de X. FEntao,
2

E(X)=peVar(X) = %.
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Prova: Pela linearidade da esperanca, temos:

1
E(X)= —(EX, + EXy + - + EX,) = p.

Como X1, X5, ..., X, sao independentes, temos

1 o?

Var(X) = (VarX, + VarXs + -+ VarX,) = n’

n2

Note que conforme n vai aumentando a distribuicdo de X tende a ficar mais concentrada
em torno de sua média p, pois sua variancia vai diminuindo. Além disso, o préoximo teorema
nos da uma informacgao mais detalhada para a distribuicao amostral da média para valores
grandes de n. Este teorema é conhecido como Teorema do Limite Central.

Teorema 9.5.5: Para amostras aleatorias simples (X1, Xo, ..., X,), retiradas de uma po-
pulacdo com média j e varidncia o finita, a distribuicao amostral da média X aprozima-se,
para n grande, de uma distribuicao normal, com média u e variancia o*/n., ou seja, se

F <, for a fungao de distribuicao acumulada de LL\/;_/, temos que Vx € IR
T 5, g n

Vo2 /n

limF %, (x) = ®(z).
" Ve

Prova: A prova deste teorema esta fora do escopo deste curso. 1

Caso a populacio ja possua uma distribui¢do normal, entdo como X é uma combinacio
linear de X, Xs,..., X, que sao independentes e possuem distribuicao normal, entao a
distribuicao amostral da média amostral serd exatamente uma normal para qualquer valor
de n, e a média dessa distribuicao sera igual a média da populacao e variancia seré igual a
variancia da populagao dividida por n.

Em geral o TLC afirma que para valores grandes de n, X tera uma distribuicao aproxi-
madamente normal, a velocidade desta convergéncia depende da distribuicao da populacao.
Se esta for proxima da normal, a convergéncia é mais rapida; se for muito diferente a con-
vergéncia é mais lenta. Como regra empirica, para amostras de tamanhos de 30 elementos,
a aproximacao ja pode ser considerada boa.

A diferenca entre a média amostral e a média da populacao é conhecida como erro
amostral da média, isto é, e = X — pu. A partir do Teorema do Limite Central, podemos

obter que @ ~ N(0,1), ou seja, */fe ~ N(0,1).

Exemplo 9.5.6: Suponha que uma méquina esta regulada para produzir lampadas com
tempo de vida 1util médio de 10.000horas. De uma amostra de 50 lampadas produzidas por
esta maquina, verifica-se o tempo de vida tutil de cada uma delas. Determine a probabilidade
de que o tempo de vida ttil médio seja menor ou igual a 8.000horas.

Solugao: Sabe-se que o tempo de vida 1til de uma lampada é distribuido de acordo com
uma Exponencial. Portanto, como o tempo de vida 1til médio é de 10.000horas, temos que
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a média populacional é 10.000horas e a variancia populacional ¢ igual a 108horas?. Além

disso, como temos uma amostra maior que 30, podemos utilizar o TCL para afirmar que a

média amostral tem uma distribuicdo N (104, %). Portanto,

v/50(8000 — 10000)
10000

P(X < 8000) = P(Z < ) = &(—V2) = 0,0793.

9.5.2 Distribuicao Amostral de uma Proporcao

Vamos supor que a proporcao de individuos de uma populacao que sao portadores de uma
determinada caracteristica seja igual a p. Logo, pode-se definir uma variavel aleatéria X
que assume o valor um se o individuo possui a caracteristica e o valor 0, em caso contrario.
Portanto, X tem uma distribuicao Bernoulli de parametro p. Considere agora que escolhemos
uma amostra aleatoria simples de tamanho n desta populacao e seja Y, o nimero total de
individuos na amostra que possuem a caracteristica de interesse. Entao, temos que Y, tem
uma distribuicao binomial com parametros n e p. A proporcao de individuos portadores da

caracteristica é dada por
Y,

p=-".
n

Portanto, podemos determinar a distribuicao de p a partir da distribuicao de Y,,, utilizando
a seguinte relacdo: P(p =) = P(Y, = k).

Pelo Teorema Central do Limite se X1, X5, ..., X, formam uma amostra aleatoria simples
desta populacio, a distribuicao amostral de X é aproximadamente igual a N(p,p(1 —p)/n)
para valores grandes de n. Portanto, a distribuicio de Y,, = nX pode ser aproximada por
uma normal N (np, np(1—p)). Como p = X, temos que a distribuicio da propor¢io amostral
também pode ser aproximada por N(p,p(1 — p)/n) para valores grandes de n.

Exemplo 9.5.7: Suponha que uma maquina esta regulada para produzir lampadas de modo
que 10% delas tenham tempo de vida ttil menor ou igual a 1.000horas. De uma amostra
de 50 lampadas produzidas por esta méquina, qual a probabilidades de encontrarmos no
maximo 90% com tempo de vida ttil maior que 1.000 horas.

Solugao: Como temos uma amostra maior que 30, podemos utilizar o TCL para afirmar

que a propor¢ao amostral tem uma distribui¢ao N(0,1, %). Portanto,

P(1-p<09)=P(p>01)=P(Z>0)=05

9.6 Determinacao do Tamanho de uma Amostra

Em certas situagoes estamos interessados em determinar o tamanho de uma amostra que
selecionaremos de uma populacao de modo a obter um erro de estimacao previamente es-
tipulado, com certo grau de confianca. Por exemplo, suponha que iremos estimar a média
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populacional p através da média amostral X de uma amostra de tamanho n. Nosso objetivo
é entao determinar o menor valor de n tal que

P(IX —p| <€) >,

onde 7y representa o grau de confianca necessario para que o erro amostral seja no maximo
. . . .~ ~ 2 ..

igual a e. Como a distribuicio amostral de X é N(yu, %), temos que o tamanho minimo da
amostra n tem que satisfazer

— —/ne ne
PlresX—p<o=P( <7< Y14
o o
onde Z tem uma distribuicao normal padrao. Da distribuicao normal padrao, temos que

1 1 1 1
Pt < z<e () = Pz <o () - P(Z < o (1))
v+1 v+1
e
Portanto,
1
_\/ﬁe = @‘1(—7;— , ou seja,
o
(@ ()
= >

Note que o tamanho da amostra depende da variancia da populacao. Como era de se
esperar, quanto mais variabilidade tiver a populacao, mais amostras serao necessarias para
que se possa fazer afirmacoes confidveis a respeito dos erros dos estimadores. Contudo, em
geral o valor da variancia da populagao é desconhecido. Na prética, pode-se fazer um projeto
piloto para que se possa estimar o valor desta variancia e, em seguida, usa-la para determinar
o tamanho de amostra do estudo principal.

No caso de propor¢oes, como neste caso, o = p(1 — p), temos que

(@1(F)%p(1 -

Como na pratica, na maioria dos casos nao se conhece o verdadeiro valor da proporcgao
populacional p, pode-se usar o fato que p(1 —p) < %l, para obtermos que

(e(5)”
4e? '
Exemplo 9.6.1: Uma varidvel aleatoria X tem distribuicio amostral N(3,22). Qual deve

ser o tamanho n de uma amostra aleatoéria de X para que a média amostral X tenha 84,13%
dos valores menores que 3,47

Solucao: Queremos que P(X < 3,4) = 0,8413. Portanto, como @ tem distribuicao
normal padrao, temos que

7 < ﬁ(374 - 3)

0,8413 = P(X < 34) = P(Z < 5

).

Logo, \/n = W =5, ou seja, n = 25.
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Capitulo 10

Estimacao

10.1 Estimativas e Estimadores

Uma aplicacao muito importante de estatisticas é a obtencao de estimativas dos parametros
da populacao, tais como média e variancia da populacao. O objetivo da estimagao é seleci-
onar um unico nimero baseado nos dados da amostra, sendo esse niimero o mais plausivel
para um parametro . Em geral, se X for uma variavel aleatoria com distribuicao de pro-
babilidades caracterizada por um parametro desconhecido 6, e se X, Xs,..., X, for uma
amostra aleatoria de tamanho n de X, entao a estatistica 6= h(Xy, X, ..., X,) é chamada
de um estimador de 0. Note que depois da amostra ter sido selecionada, © assume um valor
E chamado estimativa de 6. Portanto, uma estimativa pontual de algum parametro 0 da
populacao é um tnico valor numérico E de uma estatistica ©.

Problemas de estimagao ocorrem freqiientemente, os parametros mais comuns que se
desejam estimar sao:

e A média de uma tnica populacao.

A variancia 2 (ou desvio-padrao o) de uma tinica populacao.

e A proporc¢ao p de itens em uma populacao que pertencem a uma classe de interesse.

A diferenca nas médias de duas populagoes, (1 — fio.

e A diferenca nas proporcoes de duas populacoes, p; — po.
Estimadores razoaveis desses parametros sao, respectivamente:
e A média amostral X.

e A variancia amostral 5? = L 3"" (X; — X)%

e A proporcao amostral p de itens em uma amostra que pertencem a uma classe de
interesse.

A diferenca nas médias amostrais X; — X de duas amostras aleatorias independentes.
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e A diferenca nas proporg¢oes amostrais p; —ps de duas amostras aleatorias independentes.

Existem véarias possibilidades para a escolha de um estimador de um parametro. Por
, ey . (n—l)sz . N . .

exemplo, poderiamos utilizar o estimador ~— > para estimar a variancia populacional. Ne-
cessitamos estudar propriedades dos estimadores para podermos desenvolver algum critério

para determinar qual melhor estimador para determinado parametro.

Exemplo 10.1.1: Suponha que desejassemos comprar um rifle e para tanto podemos
testar quatro opcoes de rifles A, B, C, e D. Para tanto, podemos executar 15 tiros a um
alvo com cada um deles. Para chegarmos a conclusao de qual a melhor arma, precisamos
de alguns critérios. Quanto a qualidade da arma, poderiamos definir trés critérios, o critério
da acurdcia que mede a proximidade de cada observacao do valor do alvo que se procura
atingir, o critério da precisao que mede a proximidade de cada observagao da média de todas
as observacoes, e o critério do viés que mede a proximidade da média de todas as observagoes
do valor do alvo que se procura atingir.

10.2 Propriedades de Estimadores

Como vimos o problema da estimagao é determinar uma fungao h(Xy, Xo, ..., X,,) que seja
proxima de 6, segundo algum critério. O primeiro critério é o seguinte:

Definicao 10.2.1: O estimador T" é nao-viesado para 6 se ET = 6 para todo 6, onde ET
¢ calculada segundo a distribuicao amostral de 7.

O viés de um estimador 7" para um parametro 6 é igual a E'T" — . Logo, um estimador
T & nao-viesado para 6, se o seu viés for igual a zero para todo 6.

Exemplo 10.2.2: A meédia amostral X é um estimador nao-viesado para média populaci-
onal p, pois

_ 1 <&
B(X) =~ > EX;=p.
=1

A proporcao amostral p é um estimador nao-viesado para proporcao populacional p que
possui uma certa caracteristica, pois chamando de Y; a variavel aleatoria que é igual a 1 se
o i-ésimo individuo da amostra possui a caracteristica de interesse, e igual a zero, em caso
contrario, temos que

L1
E(@p) == EYi=p.
=1

Exemplo 10.2.3: Considere uma populacao com N elementos, com média populacional
W= % Zf\il X, e variancia populacional
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Um possivel estimador para o2, baseado numa amostra aleatoria simples de tamanho n dessa
populacao, é

i=1
Vamos mostrar que esse estimador é viesado. Note que
D (Xi=X)P =) (Xi—p+p-X)

=1 i=1
n n n

=) (=)’ =2 (Ni-p(X =)+ Y (X —p)’

i=1 i=1 =1

Portanto,

= %(Z Var(X;) —nVar(X))

1 2 n—1
= —(no* — na—) = o2
n n n

., A, . _ _ 52 . ~ .
Logo, o viés de 62 é igual a “~0? — 0% = =2~ Portanto, o estimador 62 em geral subestima

o verdadeiro parametro 0. Por outro lado, o viés diminui com n tendendo a zero quando n
tende a infinito. E facil ver que S? = %62 é um estimador nao-viesado para o2. Portanto,
a variancia de uma amostra de tamanho n é dada por S?, onde o denominador é igual a
n — 1, enquanto que a variancia de uma populacao de tamanho N é dada por o2, onde o

denominador ¢ igual a V.

O segundo critério que iremos analisar é o critério da consisténcia de um estimador.
Intuitivamente, temos que um estimador é consistente se quando aumentamos o tamanho
da amostra n, a probabilidade de que este difira do parametro por mais que qualquer erro
pre-especificado € > 0 tende a zero. Formalmente,

Defini¢do 10.2.4: Uma seqiiéncia {T,,} de estimadores de um parametro 6 é consistente

se, para todo € > 0,
lim P(|T,, — 0| > ¢€) = 0.

n—oo

Exemplo 10.2.5: A seqiiéncia de estimadores X,, é consistente, pois como E(X,) = u e

Var(X,) = %2, utilizando a desigualdade de Chebyshev, temos:
— 0'2
P(|Xn =l >e) < —5 =0,

quando n — oo, para qualquer € > 0.
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Podemos utilizar o seguinte, teorema para determinar se uma dada seqiiéncia de estima-
dores é consistente:

Teorema 10.2.6: Se {T,,} ¢ uma seqiiéncia de estimadores de 0 tal que lim, ., E(T,) =0
e lim, o Var(T,) =0, entao {T,} é consistente.
£ ou

Prova: Note que pela desigualdade triangular, se |1, — 0| > ¢, entao |ET, — 0| > §

T, — ET,| > 5. Portanto,
P(|T, — 0] > ¢) < P(|ET, — 0| > %) + P(IT, — ET,| > §>-

Logo, pela desigualdade de Chebyshevy

AVar(T,
P(T, — 0] > ¢) < P(|ET, — 0| > §> + w
€

Entao tomando os limites quando n — oo, temos que

AVar(T,)

lim P(|T,, — 6] > €) < lim P(|ET, — 0] > %) +lim —

=0.
€

Portanto, {1} é consistente. I

Note que se T, for um estimador nao-viesado, entao obviamente lim, .., E(7,) = 0, e
portanto se a variancia do estimador 7T, tender a zero, ele é um estimador consistente.

Exemplo 10.2.7: Vimos que S? & um estimador ndo-viesado para 2. E possivel de-

monstrar no caso em que a populacio tem distribuicdo normal com média p e variancia o?
que

204
Var(S?) = .
(5%) = ——
Logo, S? é consistente para o2.
Exemplo 10.2.8: Como 6% = =152, temos que E(6%) = 210 — ¢ quando n — o0,

~ _ 4 ~ , , .
e Var(6?) = (%1)?22 — 0 quando n — oo. Logo, pelo teorema 62 também & consistente
para o>.

Um outro critério para comparacao de estimadores ¢ o seguinte:

Defini¢ao 10.2.9: Se T e T’ sao dois estimadores nao-viesados de um mesmo parametro
0, e VarT < VarT’, entao T & mais eficiente que T".

Exemplo 10.2.10: Consideremos uma populacio normal X, com parametros u e o2

Queremos estimar a mediana desta populacao. Como a distribuicao é simétrica temos que a
mediana e a média coincidem e sdo iguais a . Definindo X e md como a média e a mediana
de uma amostra de tamanho n dessa populacao, qual dos dois estimadores é mais eficiente
para estimar a mediana populacional?
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Sabemos que X ~ N(u,0?/n) e pode-se demonstrar que a distribuicdo da mediana pode
ser aproximada por N(Md(X), ’%2) Portanto, os dois estimadores sdo nao-viesados, mas
X ¢ mais eficiente, pois Var(md) > Var(X). Conclui-se que para estimar a mediana dessa
populacao, é preferivel usar a média da amostra como estimador, o que contraria um pouco

a nossa intuicao.

Finalmente, podemos considerar o critério do erro quadrdtico médio para comparar esti-
madores. Denomina-se de erro amostral de um estimador 7" para um parametro 6 a diferenca
e =T — f. Note o erro amostral é uma v.a. pois é uma funcao de 7" que é uma v.a., além
disso note que o viés de T é igual a esperanca do erro amostral.

Defini¢ao 10.2.11: O erro quadrdtico médio (EQM) do estimador T para o parametro
0 ¢é igual ao segundo momento do erro amostral com respeito a distribuicao amostral do
estimador T, ou seja, EQM (T, 0) = E(e?) = E(T — 0).

Podemos desenvolver a expressao do EQM para obter:

EQM(T,0) = E(T — E(T) + E(T) — 0)*
= B(T = E(T))? + 2E((T — E(T))(E(T) - 0)] + E(E(T) - 0)*
=Var(T)+ V>

Vemos entao que o erro quadratico médio leva em consideracao tanto o viés V' do estimador
como sua variabilidade medida através de Var(T). Segundo este critério o estimador é tao
melhor quanto menor for seu erro quadratico médio.

Exemplo 10.2.12: Determine o erro quadratico médio do estimador X para f.
Solucao: Neste caso, temos que

2

EX —p?=vVar(X)=2.

n

10.3 Intervalo de Confianca

Até agora os estimadores apresentados foram pontuais, isto é, especificam um tnico valor
para o estimador. Esse procedimento nao permite julgar qual a possivel magnitude do erro
que estamos cometendo. Dai surge a idéia de construir intervalos de confian¢a que sao
baseados na distribuicao amostral do estimador.

Um intervalo de confianca de um parametro desconhecido # é um intervalo da forma
[L,U], em que os pontos extremos do intervalo L e U dependem da amostra, e portanto sao,
na verdade, estatisticas, isto é variaveis aleatorias. Nosso objetivo ao construir intervalos de
confianca é determinar funcoes da amostra L e U tal que a seguinte afirmagao seja verdadeira:

P(L<0<U)=7,
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onde 0 < v < 1. Assim, existe uma probabilidade v de selecionarmos uma amostra tal que o
intervalo [L, U] contenha o valor de #. Note que 6 nao é aleatorio, L e U é que sao aleatorios.
Se a afirmacao acima for verdadeira o que estamos afirmando é que se forem construidos
varios intervalos de confian¢a usando as estimativas L e U, em 1007% das vezes 6 estara
incluso no intervalo [L, U]. Tal intervalo é chamado de um intervalo de 1007% de confianga
para 6, e v é conhecido como coeficiente (ou nivel) de confianga do intervalo.

Na pratica, obtemos somente uma amostra aleatoria e calculamos um intervalo de confi-
anca. Calculado este intervalo de confianca, entao duas situagoes podem existir: ele contém
ou nao o verdadeiro valor de 6. Neste ponto, nao existe mais nenhum valor aleatorio, por-
tanto nao faz sentido associar uma probabilidade ao intervalo conter o verdadeiro valor 6. A
afirmacao apropriada é: o intervalo observado [I, u] contém o verdadeiro valor 6, com 1007%
de confianca. E esta afirmacao tem uma interpretacao freqiientista, ou seja, nao sabemos
se a afirmacao é ou nao verdadeira para esta amostra especifica, mas o método usado para
obter o intervalo [/, u] resulta em afirmagoes corretas em 1007% das vezes.

Note que quanto maior o intervalo de confianca, mais confiantes estaremos que ele con-
tenha o verdadeiro valor 6. Por outro lado, quanto maior for o intervalo, menos informacao
teremos a respeito do verdadeiro valor de 6. Em uma situacao ideal, obtemos um intervalo
relativamente pequeno com alta confianca.

O intervalo de confianca descrito acima é um intervalo bilateral de confianca, pois espe-
cificamos tanto o limite inferior como o limite superior do intervalo. Podemos também obter
um intervalo unilateral inferior de confianca para 6 com nivel de confianca 7, escolhendo um
limite inferior L de tal forma que

P(L<0O)=n.

Analogamente, um intervalo unilateral superior de confianga para # com nivel de confianca
v, pode ser obtido escolhendo um limite superior U tal que

PO<U)=n.

10.3.1 Intervalo de Confianca para Média com Variancia Conhecida

Nesta secao estaremos interessados em construir um intervalo de confianca para média po-
pulacional p admitindo-se que a variancia populacional o2 é conhecida. Recorde que pelo
Teorema Central do Limite, a distribuicido amostral de X é aproximadamente normal com
média p e variancia o?/n, desde que n seja suficientemente grande (> 30). Neste caso,

V(X — p)

g

7 =
tem uma distribuigdo normal padrdo. Seja ®~'(a) o valor tal que P(Z < @7 (a)) = a.
Entao, temos que
P(—d Hw) < Z<d Hw)=P(Z <0 (w)-P(Z< -0 w)=w—(1-w) =2w—1.

Deste modo,

<o (v +1)/2) =7
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Rearrumando as desigualdades obtemos

P(X = &\ ((y+1)/2)0/ Vi < 5 < X+ 0 (v +1)/2)0/V) = 1.

Deste modo temos que [X —®~1((y+1)/2)0/y/n, X +®~((y+1)/2)0/+/n] é um intervalo
com 1007% de confianca para p. Note que a amplitude deste intervalo é L = 2®~1((y +
1)/2)a/+/n, que é uma constante que independe de X. Note que com esta formula, dado uma
amplitude desejada L, podemos determinar o tamanho da amostra necessaria para atingir
um nivel de confianca desejado v em um intervalo com amplitude L.

Para amostras provenientes de uma populacao normal ou para amostras de tamanho
n > 30, independente da forma da populagao, o intervalo fornecera bons resultados. Caso
contrario, nao podemos esperar que o nivel de confianca seja exato.

Podemos também obter intervalos de confianca unilaterais para u, neste caso sabemos
que

Rearrumando a desigualdade, temos:

Plup <X+ Y (y)o/v/n)=1.

Deste modo, temos que (—oo0, X + ®~!(y)o/y/n] é um intervalo unilateral superior com
1007% de confianga para p. Analogamente, podemos obter que [X — ®~*(y)o/y/n, 00) é um
intervalo unilateral inferior com 100v% de confianca para .

Exemplo 10.3.1: Suponha que temos uma populagao com distribuigdo Bernoulli(p). Por
exemplo, p pode representar a probabilidade de um determinado tipo de capacitor ser produ-
zido com defeito por uma determinada fabrica. Dada uma amostra aleatoria Xy, X5, ..., X,
de tamanho n da producao de capacitores desta fabrica, podemos estimar um intervalo de
confianga bilateral para p. Note que a variancia da populagao ¢ dada por p(1—p). Portanto,
sendo p a proporcao de capacitores com defeito na amostra, como o = p(1 — p), o resultado

anterior nos leva a afirmar que [p — ®1((y + 1)/2)\/@,15 + (v + 1)/2)\/7@] é
um intervalo com 100v% de confian¢a para p. Como nao conhecemos p, podemos proceder
de duas maneiras: (1) utilizar o fato que p(1 — p) < 1/4, obtendo o intervalo [p — ®~((vy +

1)/2)7/ 2.0+ P H((v+1)/2)4/ 3], ou (2) utilizar p como estimativa para p, obtendo o in-
tervalo [p— @~ ((y+1)/2)4/ @,ﬁ%—fb’l((’w— 1)/2)4/ 7@]. O primeiro método é sempre

correto, porém muito conservador pois em geral p(1 — p) pode ser bem menor que 1/4, e
entao estamos propondo um intervalo com amplitude maior que a necessaria. O segundo
método é valido desde que np e n(1 — p) sejam maiores que 5, pois caso contrario, se for pe-
queno a distribuicao normal nao podera mais ser usada e teremos que utilizar a distribuicao
binomial.

Exemplo 10.3.2: O comprimento dos eixos produzidos por uma empresa tem aproxima-
damente uma distribuicao normal com desvio padrao de 4cm. Uma amostra com 16 eixos
forneceu uma média de 4,52cm.
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(a) Determine um intervalo de confianca de 90% para o comprimento médio real dos eixos.

(b) Com que probabilidade podemos afirmar que o comprimento médio desta amostra nao
difere da média por mais de 0,5cm?

Solucao: O intervalo de confianca é dado por:

4 4
452 — d710,95)—; 4,52 + &71(0,95)—| = [2,875; 6,165].
| (095) = (095) 7= = |

Para o item (b), como o//n = 1, temos | X — | tem distribui¢cio normal padrao, logo
P(|X — u[ <0,5) = P(]Z] <0,5) = 0,383.

Exemplo 10.3.3: Uma amostra de 400 domicilios mostra que 25% deles sao de casas
alugadas. Qual é o intervalo de confianga para o nimero de casas alugadas numa cidade
supondo que ela tem 20.000 casas? Considere um coeficiente de confianca de 98%.

Solucgao: Podemos primeiro determinar o intervalo de confianca para a proporcao de
casas alugadas. Neste caso, entdo temos p = 0,25, n = 400, e v = 0,98. Utilizando p(1 — p)
como uma estimativa para a variancia p(1 — p), temos que o intervalo de confianga para a
populacao é:

0,25(0,75)
400

0,25(0,75)

0,25 — ®71(0,99
o, (0,99) 400

;0,25 4+ ®1(0,99) ]

Entao, o intervalo de confianga para o nimero de casas alugadas é dado por:

0,25(0,75
[20.000(0,25 — ®~*(0,99) %), 20.000(0,25 + ®1(0,99)

= [5.000 — 1.006,75, 5.000 + 1006,75] = [3.993,25, 6006,75].

0,25(0,75)
00 )

Exemplo 10.3.4: Uma pesquisa sobre renda familiar foi realizada entre as familias que
tem rendimento de até 5 salarios minimos. Sabe-se que o desvio padrao populacional é de
1,2. Uma amostra de 200 familias foram selecionadas e seus resultados aparecem na tabela

Rendimento | Freqiiéncia
1 90
. 2 50
abaixo: 5 20
4 20
5 10

(a) Estime, com 95% de confiabilidade, o intervalo de confian¢a para a média de renda
familiar desta populacao.

(b) Estime a proporgao real de familias que tem rendimento de até 2 salarios minimos,
com 95% de confiabilidade.

Autor: Leandro Chaves Régo



CAPITULO 10. ESTIMACAO 108
Solugao: Primeiro vamos determinar o valor de . Temos que

T = 1(90,/200) + 2(50,/200) + 3(30,/200) + 4(20/200) + 5(10/200) = 2,05.

Entao, o intervalo de confianca de 95% é dado por:

1,2 1,2
2,05 — @—1(0,975)\/%, 2,05 + c1>—1(0,975)\/2;m] — [1,884;2,216].

Para o item (b), temos que p = 140/200 = 0,7. Usando p(1 — p) como estimativa
para a variancia populacional, temos que o intervalo de confianca de 95% para proporcao
populacional é:

0,7(0,3)
200

0,7(0,3)
200

(0,7 — ®1(0,975) ,0,7+®71(0,975) ] = [0,636;0,764].

10.3.2 Intervalo de Confianca para Média com Variincia Desconhe-
cida

Quando estamos construindo intervalos de confianca para a média p de uma populagao
quando o? for desconhecida, devido ao Teorema Central do Limite, podemos continuar
usando os procedimentos da secao anterior desde que o tamanho da amostra seja grande
(n > 30), usando s* como estimativa para o?. Entretanto, quando a amostra for pequena e
0% desconhecida, teremos de fazer uma suposicao sobre a forma da distribuicao em estudo.
Assumiremos nesta secao que a populagao tem uma distribuicao normal. Na pratica, muitas
populacoes podem ter suas distribuicoes aproximadas por uma normal, assim esta restricao
nao é tao restritiva e o método apresentado nesta secao tem larga aplicabilidade.
Pode-se provar que se a populacao tem uma distribui¢ao normal, entao 1" = w tem
uma distribui¢do t de student com n — 1 graus de liberdade. Seja 7(v,n — 1) o valor tal
que P(T < 7(y,n — 1)) = . Entéo, utilizando o mesmo procedimento da se¢do anterior,

podemos verificar que

L [X—7((y+1)/2,n—1)s/v/n, X +7((y+1)/2,n — 1)s/y/n] é um intervalo bilateral
com 1007% de confianca para a média da populacao pu.

2. (=00, X +7(y,n—1)s/y/n] é um intervalo unilateral superior com 1007% de confianca
para fi.

3. [X —7(y,n —1)s/y/n,o0) & um intervalo unilateral inferior com 1007% de confianga
para .
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Capitulo 11

Testes de Hipotese

11.1 Teste de Hipotese

Na secao anterior, estudamos o problema de estimar um parametro de uma populagao atra-
vés de uma amostra selecionada desta populagao. Em muitas situacoes praticas nao estamos
interessados em estimar o parametro, mas ao invés estamos interessados em aceitar ou re-
jeitar uma afirmacao a respeito do parametro. Tal afirmacao é conhecida como hipdtese. E
o método utilizado para decidirmos aceitar ou rejeitar uma dada hipotese a partir de da-
dos amostrais é conhecido como Teste de Hipotese. A idéia central deste procedimento é
assumir que a hipotese é verdadeira e verificar se a amostra observada parece “razoavel” ou
“consistente”, dada esta suposicao.

Definicao 11.1.1: Uma hipdtese estatistica € uma afirmacao sobre os parametros de uma
ou mais populacoes.

Como usamos distribuicoes de probabilidade para representar populacoes, uma hipotese
estatistica pode também ser pensada como uma afirmacao acerca da distribuicao de proba-
bilidades de uma variavel aleatoria.

Por exemplo, suponha que estejamos interessados em verificar a tensao em uma dada
tomada. A tensao na tomada é uma variavel aleatoria que sofre alteragdes ao longo do
dia e pode ser descrita por uma variavel aleatéria. Suponha que nosso interesse seja no
valor esperado desta distribuicao, ou seja, estamos interessados em decidir se a tensao é
ou nao igual a 220v. Entao, p = 220v é chamada de hipdtese nula, representada por Hy.
Esta hipotese nula pode ser aceita ou rejeitada, no caso dela ser rejeitada, precisamos de
uma outra hipotese que seja aceitavel, conhecida como hipdtese alternativa, representada por
H,. Por exemplo, uma hipétese alternativa seria p # 200v. Neste caso, como a hipdtese
alternativa especifica valores de p maiores e menores que o valor especificado por Hy, ela é
chamada de hipdtese alternativa bilateral. Em algumas situacoes podemos desejar formular
uma hipotese alternativa unilateral, como em Hy : p = 220v e Hy : pu < 2200, Hy : p = 2200
e Hy:p> 2200, ou Hy: p=220v e Hy : p = 2400.

Entao, a hipotese nula é uma afirmacao a respeito da populacao, mais especificamente
uma afirmacgao a respeito de um parametro da populacao. Esta afirmacgao, pode ter sido
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originada de conhecimento experiéncia a prior: da populagao em estudo, de testes ou expe-
rimentos anteriores; pode ter sido determinado de alguma teoria ou modelo da populagao
em estudo; ou pode surgir de consideragoes exdégenas, por exemplo, parametros que devem
obedecer certos critérios de controle de qualidade.

Estabelecidas as hipoteses nulas e alternativas, a informacgao contida na amostra é anali-
sada para verificar se a hipotese nula é consistente com esta informacao. Caso seja, conclui-se
que a hipotese nula é verdadeira, caso contrario, conclui-se que a hipotese é falsa, o que im-
plicard na aceitacao da hipotese alternativa. Porém, note que para sabermos com certeza
se a hipotese nula é ou nao verdadeira, precisariamos analisar toda a populacao, o que na
pratica é freqiientemente impossivel. Portanto, todo procedimento de testes de hipoteses
tem alguma probabilidade de erro associada.

Para ilustrar alguns conceitos, considere o exemplo descrito anteriormente, ou seja, Hy :
w=220ve Hy : p = 240v. Suponha que n medidas na tensao da tomada sejam feitas e que a
média dos valores obtidos nesta amostra 7 seja observada. Como vimos, T é uma estimativa
para o valor de p, logo se obtivermos um valor de = proximo a 220v, temos uma evidéncia que
a hipotese nula é verdadeira. Precisa-se entao estabelecer uma regiao de valores, conhecida
como regiao de aceitagao tal que se T cair nesta regiao iremos aceitar a hipdtese nula, e se T
cair fora dessa regido, ou seja, na regido conhecida como regiao critica (RC), iremos aceitar a
hipotese alternativa. Por exemplo, poderiamos considerar a regiao de aceitacao como sendo
o intervalo (—o00,230]. Os limites da regiao de aceitacao sao chamados de valores criticos.

Esse procedimento de decisao pode acarretar um de dois tipos de erros diferentes. O
primeiro, conhecido como erro tipo I ocorre quando a tensao média na tomada é realmente
220v, mas por chance o conjunto de medidas aleatérios que obtivemos nos levou a obter um
valor de ¥ na regiao critica. Ou seja, um erro do tipo 1 ocorre quando rejeitamos a hipotese
nula quando na verdade ela é verdadeira. O segundo, conhecido como erro do tipo Il ocorre
quando apesar da hipotese nula ser falsa, a média das medidas de tensao obtidas cai na
regiao de aceitagao. Ou seja, um erro do tipo II ocorre sempre que aceitamos a hipotese nula
apesar dela ser falsa.

A probabilidade de ocorréncia de um erro tipo I é chamada de nivel de significancia,
tamanho do teste, ou ainda, p-valor do teste, e ¢ denotada por a. O poder de um teste é
igual a probabilidade de rejeitarmos a hipotese nula quando ela realmente é falsa. Note que
o poder do teste é igual a 1 menos a probabilidade de ocorréncia de um erro do tipo II, que
é usualmente denotada por 3.

Quando H, for verdadeira, isto é, a tensao for realmente de 220v, sabemos do TCL que
X ~ N (220, %) Entao, podemos determinar o nivel de significancia do teste:

2
a = Perro T) = P(X > 230|X ~ N (220, )
n

P(\/H(X —220) _ V/n(230 - 220))

o o

Se soubermos que a variancia da tensdo na tomada é 6402, e tivermos uma amostra de 4
medidas do valor de tensao, podemos obter:
2(10)

o =P(Z>=7) = P(Z>25) =0,0062.
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De modo anélogo, podemos obter a probabilidade do erro tipo II. Neste caso, se H; for
verdadeira, temos X ~ N (240, 16), entao:

B = P(erro IT) = P(X < 230|X ~ N(240,16))

(X —240) _ (230 —240)
T 4

= P( )= P(Z < —2,5) = 0,0062.
Neste caso, a e ( foram iguais devido a simetria da regiao critica em relacao as hipoteses nula
e alternativa. Note que se ao invés de termos escolhido o valor critico 230, aumentissemos
esse valor, entao @ diminuiria e # aumentaria.

Poderiamos também especificar um valor para a probabilidade de erro do tipo I e verificar
qual seria a regiao critica que satisfaria esta probabilidade de erro pre-especificada. Por
exemplo, suponha que queiramos encontrar a regiao critica cujo o « seja igual a 0,01. Temos:

2(X — 220)

0,01 = a = P(Z > 2,325) = P( > 2,325) = P(X > 229,3).

Para a regiao critica (229,3, 00), podemos determinar o valor de 3 para esta regiao.

B = P(erro II) = P(X < 229.3|X ~ N(240, 16))
X 2293 — 240
_p 3 = 210)

(X —240)  (
<
4 - 4

Este segundo tipo de procedimento é bastante utilizado, pois em geral a hipotese alter-
nativa nao contém apenas um tunico valor de parametro como no exemplo acima. Muitas
vezes, se nossa hipotese nula é Hy : i = 2200, nossa hipotese alternativa serd Hy : p # 220v.
Como os parametros da hipotese alternativa sao muitos, a solucao é adotar o tltimo proce-
dimento descrito acima, ou seja, pre-estabelecer um valor «, e calcular uma regiao critica
que satisfaca esta restricao. No caso de uma hipotese alternativa bilateral, em geral toma-se
como regiao de aceitagao um intervalo simétrico ao redor da hipo6tese nula, deste modo se
fixarmos a = 0,01, teremos

) = P(Z < —2,675) = 0,0038.

2(X — 220)

0,01 == P(|Z] > 2.575) = P(|=——

| >2,575) =1 — P(209,7 < X < 230,3).

Deste modo, determinamos a regidao de aceitagao [209,7;230,3] de modo que o nivel de
significancia de 0,01 seja satisfeito. Mesmo determinada esta regra de decisao, nao poderemos
determinar (3, pois nao existe um tunico valor de p na hipotese alternativa. Neste caso,
poderemos considerar uma fungao ((u), conhecida como func¢ao caracteristica de operagao.

Definigao 11.1.2: A fungado caracteristica de operagao (fungdo CO) de um teste de hipotese
é definida como:

B(u) = P(aceitar Ho|p),

ou seja, f(u) é a probabilidade de aceitar Hy como fungao de p. A fungao poder do teste,
que é a probabilidade de se rejeitar Hy como func¢ao de p é dad por w(u) =1 — G(p).

As seguintes propriedades de 7(u) sao facilmente verificadas:
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i (o) = o

ii. No caso de hipotese alternativa bilateral (Hy : p # po), m(—00) = m(+00) = 1 e w(p)
decresce para p < fip e cresce para > fo;

iii. No caso de hipotese alternativa unilateral superior (Hy : p > pg), m(—o00) = 0,
m(+00) =1, e w(p) € sempre crescente;

iv. No caso de hipotese alternativa unilateral inferior (H; : p < o), 7(—o00) = 1, m(+00) =
0, e m(u) é sempre decrescente.

Na construcao das hipoteses, sempre estabeleceremos a hipétese nula como uma igual-
dade, de modo que o analista pode controlar o, ao estabelecer uma regiao critica para o teste.
Entao o analista, pode controlar diretamente a probabilidade de rejeitar erroneamente H,
entao a rejeicao da hipotese nula é uma conclusao forte. Note que quanto menor o valor de
a, ao rejeitarmos a hipotese nula, estaremos cada vez mais seguros da hipdtese alternativa,
portanto maior serd a significancia da nossa conclusao. Por isso, o é chamado de nivel de
significancia do teste. Por outro lado,  nao é constante, mas depende do verdadeiro valor
do parametro, por este motivo a aceitacao de Hy é tida como uma conclusao fraca, a nao
ser que saiba-se que (3 é aceitavelmente pequena. Entao, a nomenclatura mais correta seria
ao invés de dizermos “aceitamos Hy” deveriamos dizer “a amostra nao apresentou evidéncia
suficiente para rejeitarmos H,”. Neste tltimo caso, nao necessariamente afirma-se que existe
uma alta probabilidade de que H| seja verdadeira, isto pode significar apenas que mais dados
sao necessarios para atingirmos uma conclusao forte.

Na determinagao de quem é a hipotese nula, devemos adotar como H, aquela hipotese,
que se rejeitada erroneamente, conduza a um erro mais importante de se evitar, pois esta
probabilidade de erro é controlavel. Entao, por exemplo, se estivermos interessados em
saber se um novo medicamento é eficaz no combate a uma doenca, a hipotese nula seria
que ele é nao eficaz, pois os danos causados por usarmos um remédio nao eficaz sao maiores
que se deixassemos de usar um remédio que seria eficaz. Ou ainda, se desejamos saber se
certa substancia é radioativa, entao a hipotese nula seria que ela é radioativa, pois os danos
causados pela manipulacao radioativa sao maiores que se deixdssemos de manipular uma
substancia por acharmos falsamente que ela é radioativa. Como a rejeicao da hipdtese nula
é que é uma conclusao forte, escolhe-se como H; a hipotese que se deseja comprovar. Por
exemplo, no caso do novo medicamento H; sera a hipotese que o novo medicamento é melhor
que os existentes.

11.2 Procedimento Geral Para Testes de Hipoteses

A seguir daremos uma seqiiéncia de passos que pode ser seguida em qualquer teste de hipo-
teses:

0. A partir do contexto do problema, identifique o parametro de interesse.

1. Fixe qual a hipotese nula Hj e alternativa H;.
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2. Use teoria estatistica e informacoes disponiveis para decidir que estimador serd usado
para testar Hy.

3. Obtenha a distribuicao do estimador proposto.
4. Determine o.
5. Construa a regiao critica para o teste de modo que « seja satisfeita.

6. Use os dados da amostra para determinar o valor do estimador, ou seja, uma estimativa
para o parametro.

7. Se o valor do estimador pertencer a regiao critica, entao rejeite Hy. Caso contrario,
reporte que nao existe evidéncia suficiente para se rejeitar H.

11.3 Teste de Hip6tese para a Média de Uma Populacao
com Variancia Conhecida

Suponhamos que desejamos testar as hipoteses Hy @y = po e Hy @ po # po, sendo jip uma
constante especificada. Para testar a hipotese nula, usaremos o estimador média amostral
de uma amostra aleatoria simples de tamanho n. Deste modo, sabemos pelo TCL que
X ~ N(ug,0%/n), se a hipotese nula for verdadeira, e entdo poderemos proceder como
anteriormente. _

Note que a estatistica padronizada Z; = f/’\;%o tem uma distribuicao normal padrao, se

a hipotese nula for verdadeira. Portanto, temos que para a regiao de aceitagao [—®~1(1 —
a/2),®7 (1 — a/2)], temos que P(Zy € RC|u = py) = a.

E mais facil entender a regido critica e o procedimento do teste quando a estatistica de
teste é Zy e nao X. Entretanto, a mesma regido critica pode ser calculada em termos do
valor da estatistica X. Neste caso, a regido de aceitacio é [uo—®1(1 —04/2)\%, po+dH(1—
af 2)\/%7]

De modo similar, podemos obter a regiao critica para o caso de um teste de hipotese
unilateral Hy : = po e Hy 1 pp > pg, ou Hy : o = pg € Hy @ o < po. No primeiro caso, temos
que a regido de aceitacdo para a estatistica Zy é (—oo, ®71(1—a)], o que implica que a regido
de aceitacdo para a estatistica X é (—oo, o + ®71(1 — oz)\/iﬁ]. No segundo caso, temos que
a regiao para a estatistica Zy é [®71(a), 00), o que implica que a regido de aceitagdao para a
estatistica X ¢ [ug + @_l(a)\/iﬁ, 00).

11.3.1 Teste para Proporcao

O caso do teste para propor¢cao é um caso particular do caso do teste para a média com
variancia conhecida. Neste caso, temos que cada amostra pode ser considerada como uma
variavel Bernoulli com parametro p que representa a proporcao de individuos da populacao
que possuem uma determinada caracteristica. J& vimos que a média de uma Bernoulli ¢ igual
ao seu parametro p, e que sua variancia é igual a p(1 — p). Logo, utilizando a proporgao
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amostral como estatistica e os resultados gerais da se¢ao anterior temos que a regiao de
aceitacao para a proporcao é

e No caso de hipotese alternativa bilateral: Hy : p = pg e Hy : p # po, a regiao de
aceitacao é

o= (1 — a2/ ) g1 — gy [,

e No caso de hipotese alternativa unilateral superior: Hy : p =pg e Hy : p > po, a regiao
de aceitacao é
po(l — po)]

(—00,po+ @ (1 — ) n

e No caso de hipotese alternativa unilateral inferior: Hy : p = po e Hy : p < po, a regiao
de aceitacao é
-+ )P, o),

Exemplo 11.3.1: Um relatorio afirma que 40% de toda agua obtida através de pogos arte-
sianos é salobra. Existem controvérsias sobre esta afirmacao, alguns dizem que a proporgao
é maior outros que é menor. Para acabar com a duavida, sorteou-se 400 pocos e observou-se
que em 120 deles a dgua era salobra. Qual devia ser a conclusao ao nivel de significancia de
3%?

Solucgao: Neste caso, estamos testando Hy : p = 0,4 contra uma hipotese alternativa
bilateral H; : p # 0,4. Logo, a regiao de aceitacao é dada por:

(0,4)(0,6)
400

(0,4)(0,6)

0,4—®1(0,985
0, (0,985) 400

,0,4+®1(0,985) ] = [0,4—0,053; 0,4+0,053] = [0,347, ; 0,453).

Como p = 120/400 = 0,3, podemos rejeitar a hipotese nula ao nivel de confianga de 3%.

Exemplo 11.3.2: O governo afirma que a taxa de desemprego é de no maximo 15% da
populacao economicamente ativa. Uma amostra aleatoria de 1500 pessoas revelou que 1300
destas pessoas estao empregadas. Para um nivel de significancia de 5%, pode-se dizer que a
afirmacao esta correta?

Solucgao: Neste caso, temos a hipotese nula Hy : p = 0,15 contra a hipdtese alternativa
H, :p <0,15. Logo, a regiao de aceitacao ¢ dada por:

(0,15)(0,85)

0.15 4+ & (0,05

,00] = [0,135; +00).

Como p = 200/1500 = 0,133, podemos rejeitar a hipotese nula ao nivel de confianga de 5%,
e portanto, concluir que a afirmacao estava correta.
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11.3.2 Testes para Amostras Grandes

Como se n > 30, a variancia da amostra s? ¢ proxima de o2, temos que s pode ser usado

no lugar de o nos procedimentos acima sem grande prejuizo aos calculos. Deste modo o
teste para a média de uma populagao com variancia conhecida pode ser utilizado, no caso de
n > 30, para testar a média de uma populacao com variancia desconhecida. O tratamento
exato no caso em que o2 é desconhecida e a amostra é pequena envolve o uso da distribuicao
t de student e serd estudado mais adiante.

11.4 Teste Sobre a Média de Uma Populacao Normal
com Variancia Desconhecida

Assim como no caso de intervalos de confianca, quando a amostra for pequena e o desconhe-
cida, teremos de fazer uma suposic¢ao sobre a forma da distribuicao em estudo. Assumiremos
nesta se¢ao que a populagao tem uma distribuicao normal. J& vimos que se a populagao tem
uma distribuicao normal, entao T' = @ tem uma distribuicao ¢ de student com n — 1
graus de liberdade. Seja 7(vy,n — 1) o valor tal que P(T < 7(v,n — 1)) = ~. Entao, utili-
zando um procedimento similar ao caso de variancia conhecida, podemos verificar que se a

estatistica utilizada for a média amostral X, entdo

e no caso de hipotese alternativa bilateral: Hy : u = g e Hy @ p # po, a regiao de
aceitacao é

S S
(o — 7(1 — /2,n — 1)—n,uo +7(1—a/2,n—1)—];

Vi v

e 1o caso de hipotese alternativa unilateral superior: Hy : = pg e Hy @ jp > pig, a regiao
de aceitacao é
S
—oo, o +7(1 —a,n —1)—=};
(~00, o+ 7( N
e 1o caso de hipdtese alternativa unilateral inferior: Hy : = po e Hy : 0 < pip, a regiao
de aceitacao é

5
\/ﬁ?

Exemplo 11.4.1: O McDonald’s pretende instalar uma nova lanchonete se no local tran-
sitarem no minimo 200 carros por hora durante certos periodos do dia. Para 20 horas
selecionadas aleatoriamente durante tais periodos, o numero médio de carros que transita-
ram pelo lugar foi de 208,5 com desvio padrao de 30,0. O gerente assume a hipotese de que
o volume de carro nao satisfaz a exigéncia de 200 ou mais carros por hora. Para um nivel
de significancia de 5% esta hipotese pode ser rejeitada?

Solucao: Neste caso, temos que a hipotese nula é dada por Hy : p = 200 e a hipotese
alternativa € H; : u > 200. Como a amostra é pequena (<30) e a variancia da populagao é

(o + 7(a,m — 1) 00).
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desconhecida, devemos usar o teste t de student unilateral superior. Neste caso a regiao de
aceitagao é dada por:

30 30
—00,200 + 7(0,95, 19)——] = (—00, 200 + 1,729——] = (—00, 211,6].
( ( )\/2—0] ( \/ﬁ] ( ]

Portanto, a hipotese nao pode ser rejeitada a este nivel de confianca.

Exemplo 11.4.2: Num estudo sobre resisténcia de um dado material, com distribuicao
normal, foi coletada uma amostra de 25 unidades, resultando num valor médio de 230,4Kg
e desvio-padrao de 100Kg. O estudo estd interessado em saber se essa amostra é suficiente
para garantir ao nivel de significancia de 5% que a resisténcia média do material seja superior
a 200Kg. Qual a sua conclusao?

Solucao: O estudo quer realizar o seguinte teste: Hy : = 200 contra H; : p > 200.
Como a variancia é desconhecida e a amostra ¢ menor que 30, devemos utilizar o teste t de
student. Neste caso, a regiao de aceitagao é

100
— 0,200 + 7(0,95,24) ——] = (—o0, 234,2].
( ( >¢%] ( ]

Logo, a amostra nao é grande o suficiente para garantirmos que a resisténcia média é maior
que 200 ao nivel de significancia de 5%.

11.5 Probabilidade de Significancia

O procedimento do testes de hipoteses descrito até agora parte de pré-estabelecimento de
um valor para a. Deste modo como a escolha de « é arbitraria pode acontecer que para um
determinado valor de « a hipotese nula seja rejeitada, porém para um valor menor de « ela
nao seja rejeitada. Além disso, no procedimento descrito se a estimativa do parametro caia na
regiao critica a hipotese nula era rejeitada e nenhuma informacao a respeito de quao proximo
essa estimativa estava da regiao de aceitagao. Uma maneira alternativa para evitarmos tais
problemas consiste em apresentar a probabilidade de significancia, nivel descritivo, ou p-valor
do teste. Os passos sao muito parecidos, sé que ao invés de construirmos a regiao critica,
apresentamos o valor da probabilidade de ocorrerem valores da estatistica mais extremos
que o observado quando a hipotese nula é verdadeira. O p-valor também pode ser definido
como o menor nivel de significancia que conduz a rejeicao da hipotese nula com os dados
observados.

Suponha que estejamos no caso de um teste para a média de uma populagao com variancia
conhecida (ou entdo variancia desconhecida, mas amostra grande). Seja T a média amostral
observada na amostra. Entao, para um teste bilateral Hy : u = po e Hy : 1 # g, temos

VX — gl - Vn|To — Mo|)
g

g

p=P(X = po| > [To — po]) = P(

p(z] > YR toly _ oq g0 il

g
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Similarmente, para um teste unilateral superior Hy : = pg € Hy @ > pg, temos:

V(X — po) - Vn(To — o)
P(Z > \/H|TO - /~LO|) -1 cI)(\/ﬁ|f0 - ,u0|)

o o

p=P(X >T) = P(

)

Finalmente, para um teste unilateral inferior Hy : = po e Hy : p < pg, temos:
— X — =

g g
g g

)

Exemplo 11.5.1: Suponha novamente a situacao anterior onde queremos testar a hipotese
nula Hy : p = 2200 versus Hy : p # 220v, temos uma amostra de tamanho 4 e sabemos que
a variancia é igual a 64v2. Suponha ainda que a média amostral deu igual a 227v, podemos
entao calcular o p-valor:

VA22r—220[ o T -
ol ) =2(1 —®(~)) = 2(1 — 0,9599) = 0,0802.

4
Portanto, a probabilidade de quando a hipotese nula é verdadeira uma amostra selecionada
de tamanho 4 tenha média amostral mais distante de 220v que 227v é igual a 0,0802, ou
ainda, a um nivel de significancia de 10% a hipdtese nula seria rejeitada, mas a um nivel de
significancia de 5% a hipotese nula nao pode ser rejeitada.

p=2(1—d(

Temos entao que rejeitaremos a hipotese Hy se o p-valor for “bastante pequeno”. A tabela

a seguir ilustra a escala de evidéncias de Fisher contra a hipotese Hy:
p-valor 0,1 0,05 0,025 0,001 0,005 0,001
Natureza da
Evidéncia | marginal | moderada | substancial | forte | muito forte | fortissima

11.6 Significancia Estatistica wversus Significancia Pra-
tica

Quando aplicamos o procedimento de um teste de hipotese na pratica precisamos além
de considerar a significincia estatistica medida pelo p-valor, considerar quais diferencas
entre valores dos parametros tem implicacoes praticas. Isto é, pode acontecer que o p-
valor seja pequeno levando entao a rejeicao da hipoétese Hy, mas que o desvio real entre o
valor do parametro na hipo6tese nula e a estimativa do parametro obtida na amostra nao
tenha significincia prdtica. Isto pode ocorrer por exemplo, para tamanhos de amostras
grandes. Por exemplo, se obtivéssemos uma amostra de 1600 medidas o observassemos a
média amostral de 220,5v, entao obteriamos o p-valor bilateral de

V1600(]220,5 — 220))

p=2(1—-d( N

)) = 2(1 — ®(20/8)) = 0,0124.
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Portanto, temos uma evidéncia estatistica substancial para rejeitarmos Hy. Contudo, do
ponto de vista pratico, se a média for realmente for 220,5v nao havera nenhum efeito prético
observavel no desempenho de qualquer equipamento elétrico. log, esta diferenca detectada
pelo teste de hipotese apesar de ter significancia estatistica nao tem significancia prética.

Logo devemos ter cuidado ao interpretar os resultados de um teste de hipotese principal-
mente quando a amostra tiver tamanho grande, pois qualquer desvio pequeno do valor do
parametro testado na hipdtese nula sera detectado como tendo significancia estatistica pelo
teste, contudo em muitos casos esta diferenca poderd ter pouca ou nenhuma significancia
pratica.
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