Lista de Exercicio e Alguns Conceitos

20 de Agosto de 2007

As notas de aula apenas apresentam os topicos de Interesse. O aluno pode
consultar os livros abaixo para obter conhecimentos adicionais. O aluno deve
tentar solucionar todos os exercicios destas notas antes das provas e procurar
o professor para esclarecer suas davidas.

Livros Textos:

1.

Anderson, T. A. (1984), An Introduction To Multivariate Statistical

2. Mardia, Kent and Bibby (1979) Multivariate Analysis

3. Johnson and Wichern (1982) Applied Multivariate Statistical Analysis

CONTEUDO PROGRAMATICO

1.

Revisdo de vetores aleatdrios: Funcgdo de distribuicdo vetorial, densidade
conjunta. Momentos vetoriais: vetor esperanga, matrizes de covariancia e
de correlacao.

. Distribui¢do normal multivariada: Distribuicdes marginais e condicionais.

Correlacdo parcial e mdltipla. Independéncia. Distribuicado de funcdes
lineares de um vetor aleatério normal multivariado, distribuicao da média
amostral. Estimadores do vetor esperanc¢a e da matriz de covaridncia. Infer-
éncia sobre a matriz de correlagdo.

. Testes para médias de populacdes normais multivariadas: Distribuicdo de

Wishart, estatistica T2 de Hotelling e sua distribui¢do. Teste para média de
uma populacdo com matriz de covariancia conhecida e desconhecida. In-
tervalos de confianga simultdneos para uma combinagao linear qualquer das



componentes. Teste de comparagdo de médias de duas populagdes. Inter-
valos de confianca simultdneos para uma combinacao linear qualquer das
componentes da diferenca de dois vetores normais multivariados. Teste de
igualdade de matrizes de covariancia entre K populagdes.

4. Coeficientes de correlagdo simples, parciais e multiplos: Estimadores de
maxima verossimilhanga para os coeficientes de correlacao simples. Dis-
tribui¢do do coeficiente de correlacio simples no caso de populacao normal
bivariada. Testes de hip6tese sobre o coeficiente de correlagdo simples. Co-
eficientes de correlagdo parciais, propriedades, interpretacdo, féormula de
recorréncia e estimadores de maxima verossimilhanca. Coeficiente de cor-
relacdo multiplos, propriedades, interpretacdo e estimadores.

5. Andlise de variancia multivariada: Modelo linear geral multivariado. Andlise
de variancia para critério tinico de classificacio, blocos aleatoriezados. Anélise
de variancia com dois critérios. Andlise de regressao multivariada. Anélise
de covariancia multivariada. Ajuste de curvas para medidas repetidas.

Avaliacido: 2 provas e algumas questoes para casa, onde o alunos serao
sorteados em aula.

1 Introducao

Muitos elementos estudados na natureza como objetos, seres vivos € e outros pos-
suem vdrias varidveis de interesse.

A andlise multivariada é um conjunto de técnicas que sdo adequadas para situ-
acoes onde vdrias varidveis estao envolvidas.

Suponha que estamos interessados nas medidas de um individuo que sao rele-
vantes para o estudo da pressao arterial. Algumas medidas de interesse sdo :idade,
peso, superficie do corpo, medida do stress e outras varidveis que um pesquisador
julgue relevante.

Na problemas do interesse da andlise multivariada tém se a matrix de dados
definida por



Nome Peso Altura
Joao 73.9 170
Lisa 70.1 165
Pedro 84.8 180
Maria 59.9 155
Junior 82.0 175
Paula 65.6 160
Sonia 68.2 165

Tabela 1: Dados sobre Peso e Altura

a i-ésima linha € corresponde a um individuo e a j-ésima coluna corresponde a
uma varidvel. Assim, o elemento x;; corresponde ao valor observado da j-€sima
varidvel do i-ésimo individuo.

Seja x; a i-ésima linha escrita como coluna, que é dada por

Tr; = (xih e 7xip)/7

e seja z(j) a j-€sima coluna de X

() = (T15,- - Tnj)'-

Na Tabela 1 sdo apresentados dados sobre peso e altura relativos a 7 pessoas.
Dessa forma, as duas dltimas colunas desta tabela representam uma matriz de
dados de dimensdo 7 x 2.

Similarmente ao caso univariado, a etapa inicial da andlise estatistica € a es-
tatistica descritiva, onde as duas principais medidas sdao extensdes da média e da
variancia para o caso multivariado.

Vetor de médias é dado

T = (T1,...,%p),
- 1 n )
onde T; = > " | Tpy.
E a matriz de covariancia € dada por
S = (si),

onde s = 157 > (Tri — T) (0 — Tj).
Exemplo Para os dados da Tabela 1, t€m-se



[ 7207
=\ 167.14

g_ 78.81 T75.57
~\ 75.57 73.80

codigo em R
altura<-c(170,165,180,155,175,160,165)
peso<- ¢(73.9 70.1 84.8 59.9 82.0 65.6 68.2)
mean(altura)
mean(peso)
var(altura)
var(peso)
cov(altura,peso)

Estas quantidades podem ser convientemente escritas em notacdo matricial
conforme o texto apresentado abaixo.

f:le
n
onde 1’ = (1,...,1) é um vetor de dimensdo n.
Para a matriz de covariancia
1

1
§=(X'X - -X"11IX),
n n

ou ainda, se H = [ — %11’,

S=-X'HX
n

Matriz de Correlagdo

R = (1),

S/LJ
8§85

onde r;; =

Problema 1. O programa R dispée de uma boa quantidade de banco de dados
disponivéis em sua blibioteca. Para acessar estes bancos basta usar o comando
data( ). Use o comando data(ToothGrowth) para ter acesso a este banco de da-
dos. Digite a palavra ToothGrowth e a a matriz de dados ird surgir na tela do
computador. Faca os seguintes cdlculos:



1. Asmédias de len mean(ToothGrowth[,1])e dose e as matrizes de covaridncia
e correlagcdo destas duas varidveis.

2. Faca um diagrama de dispersdo. Que andlises podem ser feita deste dia-
grama a partir da covariancia e da correlacao?

2 Algebra Matricial e Vetores Aletorios

Os resultados tedricos de andlise multivariada precisam de alguns teoremas e ax-
iomas de disciplinas como: probabilidade, geometria analitica e algebra linear.
Sugere-se que o aluno consulte livros probabilidade, geometria analitica e algebra
linear para obter informag¢des mais detalhadas. Mardia et al (1979) apresenta um
apéndice bastante extenso sobre estes topicos.

2.1 Traco de Uma Matriz

O tragco de uma matriz € utilizado na simplificacdo de vdrias provas feitas durante
o curso de andlise multivariada.

Sejam A, B e C matrizes. O traco da matriz A pode ser denominado de ¢r(A)
e € calculado por

tT’(A) = Z Q4

isto é, a soma dos elementos da diagonal principal de A. Por exemplo, se X é
igual a

I
RN
w o W
(G2 BETE v

o traco de X € igual a 18.
Existem vdrias propriedades interessantes do trago. Alguma delas sdo:

1. traA &+ B =oatrA &+ trB
2.

trixlAx, = StraiAx;
= YtrAx;x,
trAYx;x



2.2 Autovalores e Autovetores

Autovalores e autovetores sao conceitos fundamentais para andlise multivariada.
Por exemplo, a regido de confianca para o vetor de médias, que serd vista posteri-
ormente, € baseada nestes dois conceitos.

Seja A uma matriz p X p e seja b um vetor p x 1. b é um autovetor de A se
Ab = A\b. A constante \ corresponde autovalor associado ao autovetor b.

Para encontrar o autovetores de uma matriz A, € necessario encontrar as raizes
da equacao

det(A — ).

Se a matriz A tem dimensao p X p e € simétrica, esta matriz possue p pares de

autovetores e autovalores que podem ser denotados por
€1, /\1 €2, )\2, vy C, /\k

A decomposicio espectral de uma matriz A corresponde a sua representacao
a partir de seus autovalores e autovetores. Se a matriz A é simétrica, esta pode ser
escrita como

A= ee] + ...+ \pegel.

Problema 2. Considere a matriz

Obtenha os seguintes itens:
1. Ache os autovalores de A e seus respectivos autovetores
2. Escreva a decomposicdo espectral de A.
3. Encontre a decomposicdo espectral de AL,
4. Compare as duas decomposicoes.

Problema 3. Se isto for possivel, encontre a decomposicdo espectral da matriz

3 0 —4
03 5
00 -1



Problema 4. Se isto for possivel, encontre a decomposicdo espectral da matriz

3 =3 —4
0 3 5
0 0 -1

Problema 5. Encontre a decomposicdo espectral da matriz associado ao elip-
séide 2% + 2y% + 222 + 2y + 2wz + 2z

sugestao: escrever o elipsoide em forma matricial, isto é,

aip Qa2 Qi3
!
u Q21 Q22 Q23 u,

az1 asz g3

onde W' = (x,y, z). Basta indentificar na matriz acima quais sdo os coeficientes
a;; que correspondem aos termos de 202 + 2y% + 222 + 2xy + 202 + 2y2, 0 que
é feito a partir do cdlculo com produto acima.

2.3 Formas Quadraticas

Uma forma quadratica para as variaveis zy, . . ., Z,, € uma expressao do tipo

n n
f(l’l, Ce ,ZEn) = ZZ CLiin(L’j,

i=1 j=1
ou em forma matricial
!
T Ax.

Uma matriz simétrica A e sua correspondente forma quadratica 2’ Ax sao de-
nominadas positiva definida se 2’ Ax > 0. Se 2’ Ax > 0, a forma quadritica e a
matriz sdo denominadas positivas definidas.

Problema 6. Escreva a matrix da forma quadrdtica
222 — 2zy + y* + daz — 327

e determine se esta é positiva definida.



Problema 7. Para a matriz

9 =2
(5 )
forneca:

a)Encontre a decomposicdo espectral de A.
b)Mostre que A ¢ positiva definida.

2.4 Matriz Raiz Quadrada

A partir da decomposi¢do espectral de uma matriz, € possivel definir o conceito
de matriz raiz quadrada.
Seja A uma matriz p X p com decomposic¢io espectral

p

2 : !

A= /\ieiei,
=1

onde e; é um autovetor de A com norma igual a 1.
Considere a matriz de autovetores P = [eq, ..., €.
A matriz A pode escrita como

p
A= Z/\Ze,e; = PAP/,
i=1

onde A é uma matriz diagonal e os elementos da sua diagonal sdo os autovalores
de A.
A matriz raiz quadrada de A ¢ definida por

P
AY? = Z \/x-eieg — PAV?P,
i=1

A'/? é uma matriz diagonal cujo os elementos da diagonal principal sdo as raizes
quadradas dos autovalores de A.
A matriz raiz quadrada tem a seguintes propriedades:

1. (AI/Z)/ — A1/2
2. AVZAY? = A



3, (A2t =38 %eie; = PA~'/2P’ onde A~'/? é uma matriz diagonal
. 1/2

e 1/y/)\; é 0 i-ésimo elemento diagonal de A~

4. AI/QA—I/Q — A—1/2A1/2 e A—1/2A—1/2 = A1 onde A—1/2 — (A1/2)_1.

Problema 8. Considere amatriz AY? = S0 \/Ne;el. Verifique as 4 propriedades
da matriz raiz quadrada supracitada.

2.5 Vetores e Matrizes Aleatorias

Um vetor aleatorio é aquele cujos os elementos sdo varidveis aleatdrias. Da
mesma forma, uma matriz aleatdria € aquela cujos os elementos sdo varidveis
aleatdrias.

Seja X = {;;} uma matriz aleatéria (n x p), o valor esperado de X ¢ dado
por

E(Xn) ... E(Xy)
E(X) = P
E(Xpl) s E(pr>

Problema 9. Sejam A e B duas matrizes compativeis, prove que

EX+Y)=EX)+E®Y)
E(AXB)=AE(X)B

2.6 Vetor de Médias e Matriz de Covariancia

Se X € um vetor aletério, cada elemento de X € uma varidvel aleatdria que possue
uma distribuicao de probabilidade marginal.

As médias, p;, e as variancias, 0]2-, de X; sdo definidas por p; = E(X;) e
0} = E(X; — ;)*.

Se X = [Xj,...,X,] é um vetor aleatdrio, a fungdo de densidade conjunta de
X € dada por

fy, . mp) = filz) - fp(ay).

Se as varidveis aleatorias X = [X1, ..., X,| sdo independentes



flze, .. xp) = fi(z) ... fplxy).

Por outro lado, para garantir a independéncia de X; e X} temos que verificar
se Cov(X;, Xy) = 0.

A matriz de covariancias € definida por ¥ = {o;;}, onde 0;; = E(z;—p;)(z;—
45)-

A matriz de correlagdo é dada por p = {p; ;} onde p; ; =

Problema 10. Considere a densidade de probabilidade bivariada

flz1,29) =2, 0<a <9 < 1.

Calcule as densidades marginais fi(x1) e fa(xs). Neste caso, x1 e xo sdo
independentes?

3 Normal Multivariada

E possivel se obter a expressdao da normal multivariada como uma extensao da
normal univariada. Considere a normal univariada

F(:1,0) = kexp— 5 (e — o™ (& — 1)

As quantidades univariadas podem ser redefinidas para o caso multivariado

T
xr = :
Tn
1251
H= I
Hn
011 --- O1m
» =
Ok1 --- Okm

10



Substituindo-se x, (1 € o por suas versdes multivariadas, temos
flasp,0) = kexp 2@mn/= e

A tnica incOgnita para determinar a distribuicdo de x € k.

3.1 Calculo da Constante £

k= / . / exp 2 @) dx, ...dx;.

Usando-se o coroldrio A.1.6 (Vide Anderson, 1984, p. 586), se X € positiva
definida, entdo existe uma matriz ndo singular C' tal que

o'yl =1,
I é a matriz identidade e C’ € a tranposta de C.
Considere
r—p= Cy7
onde v = (y1,...,Yp)-
Temos que
(x = p)E7 e —p) =y/C'E7'Cy = yy.
Como

J=1C],

a constante de interesse ¢ dada por

k*:Mod\C\/ / exp{*%y/y}dyp...dyl.

Simplificando-se o integrando, temos

p
1 1,2
exp{ V'V — | |exp 2Yi
i=1

O valor da constante de interesse € dado por

11



k—Mod]C|/ / exp 2%l ...

exp —a% dy, .
= Mod|C| / exp 2% dyp . ..

/ eXP_%y% diy

= Mod|C|(V/2r)P.

Calculando-se o determinante de C, tem-se

s =1,

0 que resulta em

Mod|C| =

|
—

Assim, a constante de interesse é
1 1
= VE-1(27) 2P,
Portanto, a funcao de densidade da normal multivariada é dada por

STl ()b HEE )

exp

fx) =

3.2 Propriedades da Normal Multivariada

A normal multivariada apresenta vérias propriedades de interesse.
Os contornos sdo as curvas de superficies obtidas apartir de

-1 2
(x—p)S (@ —p) =c, (1)

o que corresponde a um elipséide centrado em .

Se \;ee;,comi = 1,...,p, sdo os autovalores e autovetores de X, 0s eixos

do elipséide (1) sdo £cy/Ne;.
Se X tem distribuicdo normal multivariada, é possivel observar as propriedades:

12



1. Combinagdes lineares das componentes de X sdo normalmente distribuidas.
2. Todos os subconjuntos das componentes de X tem distribuicao normal.

3. Covariancia nula entre componentes implica que estas sdo independemente
distribuidas

4. A distribui¢@o condicional das componentes sdo normais multivariadas.

Algumas destas propriedades podem ser melhor formalizadas com os seguintes
teorema

Teorema 1. Se a distribuicdo de X é normal multivariada com vetor de me ‘dias
W e matriz de covaridncias Y3, a fungdo caracteristica de X é dada por

1
ox(t) = exp(it' u — 51&'215).

A funcdo caracteristica € muito utilizada para encontrar a distribuicdo da soma
de varidveis aleatdrias. Isto deve-se a propriedade: se X e Y sdo varidveis aleatérias

independentes, temos ¢y 1y (t) = ¢x (t) Py (t).
Teorema 2. Se X ~ N,(11,X) eY = AX +centdoY ~ N, (Ap+ ¢, AXA).

Teorema 3. A distribui¢do condicional de X5 para um dado vetor X, é dada por

Xo/ Xy ~ Ns(pa + E2121711@1 — 1), Xo22.1)

Problema 11. Considere X um vetor aleatério com média . = |uq, pa, i3] €
matriz de covaridncia
Lpp
Y= 10
1

Mostre que a distribui¢do condicional de (X1, X3) dado X3 tem vetor de mé-
dia [py + p*(x3 — u3), 2] e matriz de covaridncia

L—p*p
p 1

13



Problema 12.

1 =20
YX=1-250
0 0 2

Avalie se varidveis abaixo sdo independentes ou ndo:
1. XjeX,
2. Xoe X3
3. (X1, X3) e X3
4. % e Xs.
Problema 13. Seja X ~ N3(u, %) com ' =[2,3,—1] e

111
=132
122

1. Ache a distribuicdo de 3X, — 2X5 + X;.
2. Ache a distribui¢do de X1 + Xos.
Problema 14. Se X ~ N, (i, X) e a é um vetor fixado, mostre que
fodE )
va'Xa
Problema 15. Se X, X5, X3 sdo independentes e identicamente distribuidas (i.i.d)

Ny(p,X)ese Yy = X1+ Xo, Yo = Xo+ Xz e Ys = Xy + X3, obtenha as dis-

tribui¢oes destas varidveis e a distribuicdo condicional de Y, dado Y5 e Y.

~ N(0,1)

4 Verificacao da Normalidade Multivariada

Se X, um vetor aleatério de dimensdo p, possui a distribuicdo marginal de seus
componentes normal univariada, isto ndo implica que a distribui¢do de X é normal
multivariada. Assim, é preciso procurar um método que seja apropriado para
avaliar a distribui¢do multivariada de X.

Antes de considerar o caso multivariado, o caso bivariado pode ser avaliado,
inicialmente, com os seguintes critérios:
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1. Obter g-q plots e aplicar testes de normalidade (Kolmogorov ou outro), para
cada varidvel individualmente.

2. Fazer diagramas de dispersdo (XY) e verifique se o conjunto dos pontos
possuem aproximadamente a forma de uma elipse.

3. Verificar se existem pontos aberrantes que precisam ser cuidadosamente
analisados.

Para caso multivariado, um resultado muito importante é obtido a partir do
calculo de

di = (z;—x)S(a;—2) j=1,...,n,

onde x4, ..., T, sdo as observacdes amostrais.

Para avaliar a normalidade multivariada, verifica-se por um Q-Q plot se os s
seguem uma distribui¢ao Xf,- Se os d);s seguem esta distribuigdo, a suposi¢do de
normalidade multivariada ¢ adequada.

Problema 16. Avaliando a normalidade multivariada no R.

Tente entender e depois utilizar os comandos abaixo. Explique o cada co-
mando faz. Explique o resultado esperado.
mu<-array(0,c(2,1))
Sigma<-diag(2,2,2)
dados<-mvrnorm(n = 30, mu, Sigma, tol = le-6, empirical = FALSE)
S<-cov(dados)
xbar<-array(0,c(2,1))
xbar[1, ]<-mean(dados/[,1])
xbar[2, ]<-mean(dados[,2])

Problema 17. Para calcular o termo:
d?:(ggj_j-)’S*l(xj—j;) j=1,...,n,

onde x1,...,x, sdo as observacoes amostrais, é necessdrio fazer um loop e para
calcular os valores de d? e depois fazer um Q-Q Plot. Quais sdo os comandos
para fazer isto no R? Implemente isto no R e analise o resultado.
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5 Geometria da amostra e Amostragem Aleatoria

Um dos objetivos desta secao € estudar os aspectos geométricos das quantidades
amostrais.

Inicialmente, consideramos a interpretacao das observacdes. Cada observacao
representa um ponto em R' e a média é um ponto situado no centro das obser-
vagoes.

Problema 18. Represente os pontos amostrais e a média da matriz de dados
abaixo em R?.

Cada varidvel pode ser considerada como um vetor. Assim, este vetor € grafi-
camente representado no espaco p-dimensional.

Problema 19. Represente as varidveis da matriz de dados do exercicio anterior
como vetores em R3.
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